DMS8 (le mercredi 12 novembre 2025)

I Exercice

Soit n € N et A € M,, (R) une matrice carrée a coefficients complexes vérifiant 64% — 54 + I,, = 0.

Q 1 Montrer que A est inversible et exprimer A~ comme combinaison linéaire de A et I.

Q 2 Justifier que A est diagonalisable et préciser sp (A).

Dans la suite, on note A’ une matrice diagonale semblable & A et P € GL,, (R) telle que A’ = P~'AP.

On définit la suite de matrices (By) par By = A et pour tout k € N, By, = By — B?
Pour tout k € N, on pose B; = P™'B,P.

Q 3 Montrer que pour tout k € N, By, = B}, — Bf.

Q 4 En déduire que la suite (By),oy converge vers la matrice nulle.

Probléme:

On considére un espace préhilbertien réel E dont le produit scalaire noté (.|.)

Cas n=2 et n=3

Q 5 Soit u et v deux vecteurs quelconques de E. On notre Gram(u,v) la matrice ( EZ |’ Z;
et G(u,v) est le déterminant de la matrice Gram(u,v)).
Montrer que G(u,v) > 0. A quelle condition y a-t-il égalité ¢
(u | u)
Q 6 Soit u,v et w trois vecteurs quelconques de E. On note Gram(u,v,w) = | (v | u)
(w | u)

G(u,v,w) = det(Gram(u, v, w)).
a On suppose que w est orthogonal o u et v. Exprimer G(u,v,w) en fonction de G(u,v).

b On suppose que w est combinaison linéaire de u et v. Calculer G(u,v,w).

c On suppose que w =t +n avec t combinaison linéaire de u et v, et n orthogonal & u et v.

Montrer que G(u,v,w) = G(u,v)|n|?.

Q 7 Etablir l’équivalence: (u,v,w) est libre < G(u,v,w) # 0.



Cas n quelconque

Soit n € N* et uq, ... ,un des éléments de E.
Pour tout (i, j) € [[1,n]]?, on pose g;; = (u; | u;)-
La matrice (i,j); jyequnz € Mn (R) est notée Gram (uy, ..., uy,). Son déterminant est noté G (ui, ..., uy).
Q 8 On suppose la famille (uy, . .., uy,) liée. Montrer que G (uq,...,u,) = 0.

Q 9 On suppose la famille (uq, ..., uy,) libre. On introduit (eq,. .., e,) une base orthonormée de l’espace vectoriel
G = vect (uy,...,u,) et on note A = (ai»j)(ij)e[[l )2 la matrice de passage de la base (eq,...,e,) de G & la base

(ug,...,u,) de G.
Montrer que Gram (uy, ..., u,) = (A)" x A. En déduire que G (uy, . .., u,) > 0.

Q 10 Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension k > 0 et (vq,...,v;) une base quelconque de F.
Soit v € E. on note d(x, F) = infyep ||z — y|.

Etablir que d(z, F) = %

Une premiére application

On considére £ = R[X]| muni du produit scalaire (P |Q fo t)dt (on ne demande pas de justifier qu’il
s’agit d'un produit scalaire). On pose a = inf (4 p)cre fo (t* — (a t—i— b)) dt.

Q 11 Interpréter d a l’aide de la distance d’un élément de E a un sous-espace vectoriel de E a préciser.

11
Q 12 Calculer le déterminant. ‘ i1 ‘
2 3
11 1
1 2 3
Q 13 En admettant que % % % = 2160, donner la valeur de c.
3 4 5

Décomposition en éléments simples

Soit k € N* et xy, ...,z des réels deux a deux distincts k + 1 et P € R[X] veérifiant deg (P) < k.
Pour z € R\ {—xo,...,—x}, on pose F(z) = Pla)

(z—mo) XX (z—2))

[[0,k]],5# (X =)
, €[[0,k]], 5
Q 14 On pose, pouri € [[0,k]], L; = 2 )
I[I  (zi—a)
JEl0,k]], 57
Justifier que (Lo, ..., Lg) est une base de Ry [X] et donner les coordonnées de P dans cette base.

Q 15 En déduire qu’il existe (g, . .., ) € R tel que:
vr € R\ { bR =y )
T —T0,...,—T x) = avec a; =
0y —LThkys —or —x; I (zi—x)

JE[[0,K]],j




I.1 Généralisation

Soit p un entier naturel non nul et ay,...,a,,b1,...,b, des réels tels que
Vie [[1,p]],a; >0,b; >0et V(i,7) €[[1,pl]", i #j= b #b,.
On note C), (ay,...,ap,b1,...,b,) le déterminant de la matrice ﬁ) € M,(R).
T3 /) 1<i i<
B S S
a1+b1  ai+be a1+by
1 1 o 1
On a donc .C, (ay, ..., ap,b1,...,b,) = aatbyazth: @t | e R.
ap+by  ap+bs ap+bp
11 1 1
i A
A r
Onnote A, =|3 1 5 o)
1o 1
P 1?+1 p+2 2p—1 .
Le but de cette partie est de donner une expression de
1
: n n—1 2
Uy = inf / (t — (an,lt +otagt + @0) dt
(a0;--,an—1)ER™ Jo
A
Q 16 Montrer que u, = —=L.
A,

La suite de cette partie consiste a utiliser la partie précédente pour le calcul de wu,.

I (z—-a)

P 2 Z 9 t t \ —b e —b F — ($—a1)"'($—ap71) —_ ]e[[17p_1”
our x réel n’appartenant pas o {—b; ,—by}, on pose F(x) EE T [1[_[ ” (5 b))
JellLp

On note D le déterminant d’ordre p :

1 1
a1~]l->b1 e a1+]1-7p—1 F (al)
_D — az+b1 T a2+bp—1 F (a/2>
1 1 :
ap+b1 o ap“l‘bpfl F (ap)

Q 17 Montrer que D = F (ay) Cp—1 (a1, ..., ap—1,b1,...,bp_1).

[I (ai+b)

1<j<p-1

Q 18 En utilisant la partie précédente, montrer que D = a,XC) (ay, ..., ap, by, ..., b,) avec oy, = 0 =)
p Y

1<j<p—-1
Q 19 FEn déduire une expression de u, faisant intervenir des factorielles.
Q 20 Montrer que la suite (u,) converge vers 0.
Questions supplémentaires
Q 21 Donner un équivalent de w,, au voisinage de +0oc.

Q 22 Donner une expression de C, (ay,...,a,,b1,...,b,) sous forme de produit et quotient.
p P p



DM & correction

Exercice:

R 1 OnabA—6A%=1, donc A (51, —6A) = I,.donc A est inversible d’inverse (51, — 6A).

R 2 Les racines de 62> — 52 + 1 = 0 sont % et L+ donc le polynome 6X2% —5X + 1 est scindé a racines simples

donc la matrice A est diagonalisable et sp (A) € {3%, %} donc A est semblable a une

DO | —

1 1 1
matrice A’ = diag 3 gy | aveep € [[0,n]] (p oun — p peut étre nul.

S—— ——
p fois n—p fois

R3 OnaBj,,=P By P=P ' (B,—B)P=P'B,P—P'BP =B, - B2

R 4 On a By= A donc B = A" = diag | ug,...,uy, Vo, ...,V avecuozé etvoz%
A J/ s

-
p fois n—p fois
Or B;_, = Bj, — BZ.donc, en utilisant les propriétés de calcul sur les matrices diagonales, par récurrence on

montre que

Vk €N, B) = diag | ug, ..., Uk, U, - v | avec Yk €N, uppy = up —uf @ (R) et vy = v — 3.

p}gis nfgrfois
Ftude de la suite (uy):
On montre par récurrence que uy € [0, 1], que la suite (uy) est décroissante donc converge vers | puis que | = 0
en passant o la limite dans la relation (R) et pareil pour (vy) .

On en déduit que klim B}, = 0,,. Or By = PB} P~ donc, par continuité du produit matriciel,

— 400
on obtient klim By =P X0, x P71 =0,
——+00
Probléme:
R 5 G(u,v) = ||Jul]?||v]|> = (u | v)* > 0 en vertu de l'inégalité de Cauchy-Schwarz et Il y a égalité ssiu et v sont

colinéaires (cas d’égalité de l'inégalité de Cauchy-Schwarz).

R 6 (u,v,w) quelconques.

(| u)
(0lu) (wlv) 0 | =G(uv)w|
0 0 (w | w)

a Siw € {u,v}* alors G(u,v,w) =

b Siw = Au+ pv alors pour tout x € E, (x| w) = ANz | u) + p(z | v) donc en notant Cy,Cy, Cs les colonnes de
Gram(u, v, w) on a C3 = A\Cy + puCsy donce G(u,v,w) = 0.

¢ Ona(u|w)=(u|t)+(u|n)=(u|t)et(w|w)=|w|®=|t+|n|* (pythgagore)
(ulw) (uwlv)  (u]?) (ut) (ut) 0
(v]u) (v]|v) (v]t) , et (2U|t) L= (U’ﬁ) + 02 donc
t]u) (o) (E]t)+[n] 121" + [|n]] 1] I
en utilisant la trilinéarité du déterminant d’ordre 3,

(wlw (uf) (ulo)| | (u]w) (u]v) O 2 2
Guo,w)=| @]w) @]0) ©]0 |+ 1w @) 0 =G+l 6ue) = Il Gluv)
(tu) (t]v) (£]1) (tu) (t]v) |[n]

car G(u,v,t) =0 d’aprés la question précédente. 4

donc G(u,v,w) =



R 7 Si (u,v,w) est libre alors (u,v) est libre et w ¢ Vect(u,v) donc G(u,v) # 0 et n # 0 puis G(u,v,w) =
G(u,v)|[n||* # 0. Si G(u,v,w) = 0 alors G(u,v) =0 oun =0 donc (u,v) liée ou w € Vect(u,v) donc (u,v,w)
est liée.

R 8 Notons C4,...,C, les colonnes de Gram (uy, ..., uy,).

Si (uy,...,up) est lice alors I(A1,...,\n) # (0,...,0) telle que \uy + -+ + \u, = Op et donc Vx € E,
(x| Aqug + -+ -+ Auy) = 0 done Ay (x| ) + -+ + N\ (x| up) = 0. En remplacant x par us, ..., u, on obteint
MO+ -+ X0, =0 et done G (ug, ..., u,) = 0.

R 9 Posons A = (a;;), AT = (d};) avec d; = a;; et AT x A= B = (b;;)

3t

n n n n
Par définition de la matrice de passage, u; = Y ay jep donc (u; | u;) = (Z agq€k | Y. a;w-ek) = apiQrj car
k=1 k=1 k=

k=1 =1
(€1,...,€p) est orthonormée.
n n
et by = > ) pan; =y apaar; = (u; | uy) done AT x A= Gram (uy, ..., up).
k=1 k=1

On en déduit que G (uy, ..., u,) = det (AT x A) = det (AT) x det (A) = (det A)? > 0 car A est inversible.

R 10 Le sous-espace F étant de dimension finie, on peut écrire v =t+n avect € F et n € F* out est le projeté
orthogonal de x sur F.

D’aprés le cours, d(z, F) = ||z — t|| = ||n||
On a (vi|z) = (vi|t) + (viln) = (vi|t) car n € F* et (z|x) = (t|t) + (n|n) (pythagore)
(vifor) - (vifow) (ve]t)
G(v1,...,05,x) = : : :
(vlvr) -+ (uefoe)  (welt)
(tlor) - (tow)  (]E) + (n]n)
(vifor) - (vifor)  (vi]t) (vifor) -+ (vifor) 0
_ : : : n : : :
(vefor) - (vgfve)  (0lt) (o) -+ (oxfox) 0
(tor) - (tor)  (2]) (tlr) oo (tow)  (nln)
et donc G (vy,...,vp,2) =G (v1,...,06,)+|n||> G (v1,...,v) (en développant par rapport & la derniére colonne).
Or (vy,...,u,t) est lie cart € F donc G (vy,...,up,t) =0 done G (vy, ..., v5,x) = ||[n||> G (vy, ..., ).
G (v, ...
Or G (vy,...,u) # 0 car (vy,...,v) est libre donc ||n||*> = (0, v, )
G(Ula"'avk)
On a vu dans la question précédente que G (uq,...,u,) > 0 pour toute famille de vecteurs. On peut donc passer
a la racine pour toute famille de d(z, F) = ||n| = % car ||[n|| > 0.

R 11 Posons Py = X? et P,y =aX +0b.
On a a = inf(, p)cr2 fol (Py — Pa7b)2 (t) dt = infp, ,cvect(1,x) [ FPo — Pa,sz donc o = d (P, F)2 avec F' = vect (1, X).

11
Riz| | §|-i-i-4%
2 3
1101
i Yi Loyits 1 % % 2 R 1
R 13 Ona (X'|X7) = [, t dt:mdoncG(l,X): I 1leaG(l,X,X?) = 2 7 3 = 5igg donc
2 3 I 1 1
3 1 5

G(l,X,XQ)_ﬁ_ 1

o= G (1, X) = 2160 — 180"

k
R 14 Fait en cours. On trouve que P =Y P (z;) L;.
i=0



R 15 On en déduit que si x € R\ {—xo,...,—x},
[ (z—=)

P (a:’L) < ]E[[ka}]J?&
=0

k
S P(x) Ly i (@; — ;)
Flz) = P(z) _ =0 _ JE[0,K]],j 71
(oo (wen) (z — ;) [ (@—a)
JE[[0,K]] JE[[0,K]]
k P (z; 1 k P (z;
F(z)=>] (1) => avec a; = (1) .
i=0 (w5 — xj) (x—z;) iDxr—uy I1 (x; — xj)
JEl[0,k]],5#1 JEI0.K]] 571
R 16 Comme dans les question 11,et 13 on peut écrire
n 2 G(LX,. X" An
Up = d(X 7Rn—l[X]) = G(l(,X ,,,,, X"*)l) - A:l'
R 17 Ona F(a1) =--- = F(a,—1) = 0 donc en développant selon la derniére colonne:
D=F (ap) Cp—l ((11, ey Qp_1, bl, ey bp—l)-
R 18 En utilisant la partie précédente, avec k =p—1 et (zo,...,x;) = (=b1,...,=by), et P= [] (X —a;)
1<j<p-1
donc deg (P) =p—1<k.
On a, pour x ¢ {—by,... — by}
—bz — a; a; + b,
= ) ' [T (=bi+0y) [T (=bi+0y) II  (i—b))
JEl[L,pl],5# JEl[L,pl],5# JEl[L,pl],5#
P
1 1 ay
artbs 1 aitbp_1 Z (aljbj) 1 1 a
‘771 _ PR —P
P a1+b a1+bp—1  a1+by
1 .. 1 Z Qg 1 . 1 A
On en déduit que D = | ™ axtbp-1 4 (aztb)) _ az-+b1 aptby 1 axtby
p—1 . .
P Cp%cpii; i 1 ... 1 %
1 1 a; ap+b1 aptbp—1  ap+bp
ap+by o ap+bp—1 ng (ap‘ﬁbj)
I (a4
donc D = o, x Cy (ay, ..., ap,by,...,b = —= .
onc a, »(a1, ... ap,b1,...,b,) avec o, 0 =0
JelLpll.i#p
F(ap)
R 19 On a donc Cy(aq,...,ap,b1,...,b,) = Cp1(a1,...,ap—1,b1,...,b,_1) donc

Ap
: : Cp(0,...,n,1,....,n+1) F (n)
An 1 Y ) Y 9 9 _
Onprend a; =i =1 etb =i Onau, = "3 = Cp?O,...,(n—l),l,...,n) oy,
M (n—G-1) l .

J€[[1,n]] W ﬁ
1T (n+1+)) 1 & (M) \
JEllLn+1] k=2 \ (1)) (n)!

[T (G-D+n+1) 2n (2n)! 2 x (2n) x (2n + 1!
1<j<n [I “—r
. k=n+1 (n)

(n+1-—7) ‘ —

jel[1,n+1]),5#n+1 n! !

donc u,, =

1
donc lim wu, = 0.

R 20 En utilisant que i +n > n, on peut montrer que 0 < u,, < ————
1 = b el =t = o ont 1) s

Questions supplémentaires



R 21 Utiliser la formule de Stirling.

F(ap)

R 22 Utiliser Op (al, e ,Cl,p,b17 .. .,bp) = Op—l (CLl, N 7ap—17b17 .. -abp—l)

b ) _ H1ng<jgp(aj*ﬂi)H1§i<jgp(bj*bi)
P ngi,jgp(aierj) ’

On aboutit a Cy (aq,...,a,,b1,. ..



1.

2. F(ay) =---= F(ap—1) =0 donc en développant selon la derniére colonne :

D=F ((lp) Op—l ((Il, ceny Qp_1, bl, ce ,bp—l)'
D’autre part, via C) < Cp — (MCy+ -+ Ap1Cp1) , D = NGy (an, - -, ap, b1y bp).
d’oA! 'A@©galitA© proposA©e.

1.

3. Raisonnons par rA@currence sur p > 1.

Pour p=1:C (a1,b1) =
vaut 1.) o
Supposons la propriA©tA©) A(©tablie au rang p — 1 > 1.

p1 b,
Aurang p: C, (ay,...,a,b1,...,b,) = %F (a,) Cp—1 (a1, ... ap—1,b1,...,b,_1) avec

P Nap—a; ici<p_1(aj—ai i<y (bi—bi
F(ap) = % et par HR : Cp 1((11, .. ap 1ab17 .. bp 1) = HIS <J§pl—1‘[i<]”<p)l:l(1§zjg§)p 1( ] ) d onc

Cp(ar,...,ap, b1, ..., b,) = H1<Z<J<pr(la]< a;) ?;j;’f”(b . RA@currence A@tablie. 4.a Pour a; = i et b; = i —1.
1<i,j<p\™?

[heicj<pi—1)?®
Ap:Op<a1,...,ap,b1,...,b)dOIlCA —%

o +b ce qui correspond A la formule proposA©e (sachant qu'un produit sur le vide

On peut aussi A©crire A, = % mais cela na€Mest pas demandA®©).
4.b Comme dans la partie 11, u,, = d (X™, Rn,l[X])2 = GGl(%;CX"'&Xni)l = AX“.
Par suite u,, = [T,y (nt1-9) (n)* e '

» T (I ) (TG () o) CG)CaE DT
4ec 0<u, < L xn L xn L < _1__,0doncu, — 0.

(n+1)x--Xx(2n) (n+1)x--%x(2n) 2n+1 — 2n+1



DS 3 correction

Exercice 1:

R 23 Onarg(J)=1 donc dim (ker (J)) = 3 donc 0 est valeur propre de J et dim (Ey (J)) = dim (ker (J)) = 3.

1 4 1 1
1 4 1 1 PN
R 24 OnaJ x 1= 4 1= 4 1 donc 1 vecteur propre de J associé a la vecteur propre non
1 4 1 1
nulle 4.
a1
R 25 Soit X = ? € M1 (R). X € Ey(A) & AX =0.
3
Ty
OrAX =0z +29+23+24=0& 01 = —29 — 23 — T4 donc
—T9 — T3 — Ty -1 -1 -1
AX =0 X = = Ty + a3 + x4 avec (g, x3,14) € R,
xs3 0 1 0
Ty 0 0 1
—— S———r
U. Us Uy

2
On en déduit que Ey (A) = vect (Uy, Us, Uy) et (Uy, Us, Uy) est échelonnée donc libre donc base de Eqy (A).

R 26 On a donc dim (E4(J)) > 1 et dim (Ey (J)) = 3 donc dim (Ey (J)) + dim (Ey (J)) > 4 donc J est diago-
nalisable. De plus, (Uy,Us,Us, Uy) est libre (propriété des vecteurs propres donc (Uy, Us, Us, Uy) est une base de

M1 (R).

Si f est canoniquement associé o A et b la base canonique de My, (R) on a mat, (f) = A.
4000 1 -1 -1 -1
0 0 0O _ 11 0 O

De plus, matw, v, vs,v.) (f) = 0000 |= D = P7'AP avec P = Py (v, U5, Us,0s) = L o0 1 0
00 0O 1 0 O 1

R 27 OnabJ+ (a—0b)Iy = M,y donc M,y € vect (Iy,J).
De plus, P~*M,,P = P~* (bJ + a—b)I4)P:bP’lJP+(a—b)P’lLlP:bD—l—(a—b)Ll

4b+ (a — b) 0 0 0
0 a—b 0 0
~1
donc P~"M,,P = 0 0 0 0
0 0 0 (a—b)

Exercice 2

1 .
1 est vecteur propre de A associé a la valeur propre 5.
La deuziéme valeur propre complexe \ de A vérifie tr (A) = A+ 3 donc A = 3.

Or AX =3X & —x1+ 322 =0 donc Uy = ? € E5(3).

R 28 On remarque que Uy =

| | 3 50
51 P = Bpy 52— 1,02) ( 11 ) on a donc P~LAP = mat(, v,) ( 0 3 )

R 29 Polynome caractéristique de Mq,,...a,_1):

On trouve X, (x) = 2™ — 12" 1 —ay 92" 2 — -0 — 4T — do- vour l’exercice fait en cours.



—6
= M_60,35)-

AlO
R 30 OnaBz(W) avec M =

xly— A0
0 | xl,— M

OO = O
_ o O O

0
Y
0

=det (vly — A) x det (xly — M) = x4 (z) X xps ().

N— O = O O

On a donc xg (z) = det (

R 31 D’aprés la questzon'? Xy () =2 =522 +6. Orz®> =52+ 6= (v —2) (z — 3)

done Xy () = (22 = 2) (22 = 3) = (2 — V2) (z + V2) (z — V3) (z + V3).

D’apreés la question 77, x4 (x) = (x — 5) (x — 3) donc sp(B) = {5,3, —V2,v2, -3, \/§}

La matrice B admet 6 valeurs propres disctinctes donc la somme des dimensions des sous-espaces propres est
supérieure ou égale a 6 donc B est diagonalisable.

Probléme: (CCP 2016 PSI extrait et modifié)

Cas n = 2: Puissances de A(a, ()

R 32 On vérifie que A(a, ) x ( 1 > = ( 1 ) donc U; = ( 1 ) est vecteur propre de A(a, ) associé a la

valeur propre 1.
D’apres le cours, si A est la deuxiéeme valeur propre complexe de A(a, f3), alors

l+A=tr(Ala,p)=2—a—-F=1+AdoncA=1—a— [ €R donc ) € sp(A).

R33 OnaleRetA<1carac|0,1]etfel0,1] avec (o, B) # (0,0) donc A(a, B) admet deux valeur propres
réelles distinctes donc est diagonalisable.

R 34 On a Ao, B) X (:1:1 ) _>\<$1 ) S (l-—a)zy+aryg=(1—a—LF)x; & Bry + axs = 0. Le vecteur

T2 T2

U = (qui est non nul) est vecteur propre de A(c, B) associé & la valeur propre .

o
-5
La famille (Uy, Us) libre (propriété des vecteurs propres) donc base de vecteurs propres ce qui montre que A(a, ()

est diagonalisable avec
1

P—lA(a,B)P:(O ?\) noté D cwecP:(i _aﬁ)

R 35 On a P 'A(a,B)P = D donc PDP~! = A(a, 8). On montre par récurrence que

VpeN, A(a,B)P = PDPP!

1 Y1 Ty +oxy =% (a+B)re=1y1— Yo
Or P = & o=
' (1’2) (3/2) {$1—5ﬂ72=yz {(a+6)x1:ﬁy1+ay2
1

ry = —— (By1 + )
& 1 CH_iH 1 ’ donc P~! = 1 <f al )
(11 — 1) atf\L -

I2:o¢+5

o 1 « 1 0 1 B « 1 B+ alN a—a)
P — - N
On en déduit que A(a, 3) (1 —5><0 )\p)a+ﬁ(1 _1) Oz—i—ﬁ(ﬁ—ﬁ)\p Oz+5/\p>'
R36 Si0<a<let0<p<1ave (o,8)#(0,0) doncO0<a+p<2etA=1—a—[ donc—-1<A<1. On
1
en déduit que lim A =0 donc lim A(q, [P = —— (6 @ )

o Pt a1 B\ B a
10



1+ (=1 1—(=1)
1—(=1)" 1+ (=1)

Ao, )+ = ( 01 ) sip est impair. On a donc liril Ao, B)? =1, # lir+n A(a, B)* T, La suite (A(a, 3)P)

R 37 Si (o,8) = (1,1), alors A = =1 donc A(a, B)P = %( > done Ala,B)? = I, et

10
admet deux suites extraites ayant des limites disctinctes donc elle diverge d’aprés le résultat admis en début de
probléme sur les suites extraites.

Généralités sur les matrices stochastiques

R 38 Si A est stochastique, les coefficients d’une ligne sont positifs et de somme plus petite que 1. Ils sont donc
tous plus petits que 1 et finalement tous dans [0, 1].

St A est strictement stochastique, elle est stochastique a coefficients non nuls et ses coefficients sont donc tous
dans 10,1]. Si, par Uabsurde, on avait a;; = 1, comme il y a au moins deuz coefficients sur la ligne i et qu’ils
sont > 0, la somme sur la ligne i serait > 1 ce qui est contradictoire avec le caractére stochastique. Ainsi, les
coefficients sont tous dans 10, 1].

n

R 39 Soit A une matrice a coefficients positifs. Elle est donc stochastiques ssi Y a;; = 1 pour tout i € [[1,n]].

7j=1
> i1 0,

Z?:l az,j

Or, Ae = donc la condition devient Ae = e c’est a dire que e est propre pour A associé a 1.

E;L: 1 an J

R 40 Soient A, B deux matrices de taille n et C = AB. On a¥i,j, ¢;;j = Y ;b
k=1

Si A et B sont a coefficients positifs, il en est de méme pour C.
De plus Ce = ABe = A(Be) = Ae = e car e est vecteur propre de A et B associé & la valeur propre 1. C' est
donc stochastique.

R 41 FEn reprenant ce qui précéde, Si A et B sont a coefficients strictement positifs, il en est de méme pour C
donc C' est strictement stochastique.

R 42 Soit A une matrice stochastique et x € C". Posons Az = (y1,...,yn). Pour touti on a

n

E Q4,5 L5

=1

n

n
< Zai,j|xj| < ||$Hoozai,j = [z

j=1 j=1

|yz" =

Or ||Az||o = max;<i<, |y;| donc
[Az]loo < [|2]loo

Comme AP est aussi stochastique (récurrence immédiate a partir de la question précédente) on a aussi
VpeN, [[Az] < [|7]l

R 43 Soit A une valeur propre complexe de A et x un vecteur propre associé. On a Ax = Az et, avec la question
précédente
(Allzlloe = IA2]loe = [Az]loo < [|2]|oo

Comme ||z||coc > 0 (car x est vecteur propre et donc est non nul) on en déduit que |\| < 1. Ceci étant vrai pour
toute valeur propre, p(A) < 1. De plus, 1 est une valeur propre de A (car A est stochastique) donc p(A) > 1 donc

p(A)=1.

11



Disques de Gershgoring et matrices a diagonales strictement dominante

R 44 Soit A une valeur propre de A et x un vecteur propre associé.
On a Az = Az donc Vi € [[1,n]], >_ a;jz; = Az; donc (A — a;;)x; = 3,4, a5 75
j=0

Par inégalité triangulaire on en déduit que |\ — a; | - |z < D |aij| |zl

1<<n
i
Soit i € {1,...,n} tel que |x;| soit mazimal (un nombre fini non nul de réels admet un mazimum). On a alors
|z;| > 0 (car x, vecteur propre, est non nul) et donc |\ — a;;| - |x;| < |z;| > |a;;|. Comme |z;| > 0 on peut
E
conclure que
N —aigl < > il

1<j<n

i
R 45 Soit A un réel. Si \ € sp(M) alors il existe i € [[1,n]] tel que

1 —1 1
A—il =P —al < Y Jagl< Y =" <~ domeAe [i—Li+l].
1<5<n 1<5<n N n n " "

i#i i#i
On en déduit que sp(M) C J [i — L,i+ L]
i=1

R 46 Si, par l'absurde, A n’était pas inversible, on aurait A = 0 valeur popre de A et d’aprés la question 7?7

Fi € [[Lnl], lail < > ail
1<j<n

i

ce qui contredit le caractére strictement dominant de la diagonale. Ainsi, toute matrice a diagonale strictement
dominante est inversible.

Valeur propre de module maximal d’une matrice strictement stochastique

R 47 Posons B = Ay — I,,_1. Pour touti € {1,...,n—1}, on a

|b1,1‘ = |am- — 1| =1- Qj; = E Qi = E bi,j + Qi < E bi,j car Qi p > 0
J#i i j#i
1<5<n 1<j<n—-1 1<j<n-1
B est donc a diagonale dominante. On en déduit que B est inversible. Ses n — 1 colonnes forment une famille
libre donc, les n — 1 premiéres colonnes de A — I,, forment une famille libre donc

rg(A—1,)>n—1

R 48 Par le théoréme du rang, dim (ker(A — I,,)) < 1. Or 1 est valeur propre de A donc
dim (E; (A)) = dim (ker(A — I,,)) > 1 donc dim E; (A) = 1.
Ore € E1(A) donc Ey (A) admet () comme base.

R 49 Soit A une valeur propre de A. D’aprés la question 77 de la partie précédente,
il existe i tel que [N —a;;| < > aijl = > aij.

1<j<n 1<j<n

i i
Supposons |A| = 1.
Par linégalité triangulaire, | X — a;;| > [|A] = |aiil| = [N — |aii| =1 —aii = D ai; > |X—a;,l
1<5<n
i
donc |X — a;;| = [N = |ais| soit |\ — a;;| + |aii| = || (cas d’égalité dans Uinégalité triangulaire) donc X\ — a;; et

a;; ont méme argument. Comme a;; est un réel > 0, ceci impose que A — a;; soit un réel > 0 et donc que A\ soit
un réel > 0. Comme |\| =1, ceci donne A = 1. On en déduit que 1 est donc l'unique valeur propre de module 1.



Suite des puissances d’une matrice strictement stochastique

R 50 La suite (A%) _ est extraite de la suite (AP) qui converge vers L donc (A*) _ converge vers L.Or
A% = AP x AP donc, par continuité du produit matriciel, (A2p)p€N converge vers L? donc L = L?.

R 51 Soitj € {1,....n} ;
Vk € [|11,n]], a,gpjl Za,ﬂap)<2a Mp) M(p)
i=1

En passsant au maximum sur k, on en déduit que
MPY <A@
J =

De méme
n

vk € [[Lnl], of [V =" apal) > Zamm P =m?

=1 =1
En passsant au marimum sur k, on en déduit que
+1
mgp ) 2 mgp)

mPt < e+
j = ¥

strictement stochastiques, tous les coefficients sont > 0 et mgp

est immédiat (minimum plus petit que maximum). Comme M et toutes ses puissances sont

) > 0. Finalement

0< m( D) < m(erl) < M(p+1) < M(p)

(p+1) (p+1)

R 52 On note k un indice tel que a;, =m; . On a alors
(p+1) (P _ (p+1) ()
— Sonal) = Yol
= i=1

- Do)

ki w m;

> w3 () - )
i=1

Dans la derniére somme, tous les termes sont > 0 et ['un vaut Mjp — mjp et donc

m§p+1) _ mgp) > m(M(p) . m(p))

(p+1) M(P‘f‘l)

; . On a alors

De méme, On note ¢ un indice tel que a;

MJ(P) o M(P‘H) — Mj(p) - ag);—l)

J

=1

3 s (M — )
i=1 >m >0

> >0 - )



Dans la derniére somme, tous les termes sont > 0 et ['un vaut M;p) —m?

i ) et donc

M](p) B Mj(p+1) > m(M](p) _ mgp))

R 53 On a tout d’abord

(p+1) (p+1) _ (p+1) (p) (») (») (p) (p+1)

Le premier terme est majoré avec la seconde inégalité de la question précédente. Le troisiéme est majoré grace a
la premiére inégalité. On obtient

(p+1) (p+1) (p) ()
M; —my < (1 =2m)(M;” —m;”)

R 54 Onam < % car le plus petit coefficient de M est sur une ligne contenant au moins deux éléments dont le
plus petit est m et dont la somme est 1 donc1—2m >0 etm >0 donc0<1—2m < 1.
Par récurrence (d’aprés la question précédente)

®) _ p® © _
0< MP —mi” < (1 -2m)P(M” —m”)

J
Or lim (1—2m)? =0 donc lim M® —ml” =o.

p——+00 p——400 J J
On a vu que la suite (M j(p )> est décroissante et la suite <m§~p )> est croissante donc ces suites sont adjacentes et

convergente donc vers une méme limite.

R 55 En notant l; la limite commune a (M](p)) pen €t (mép)) peN, comme mép) < agfj]). < M](p) pour tout k donc,

1
pEIfoo affj). = l; indépendant de k. La suite (AP) converge donc vers la matrice L dont la j*™ colonne estl; |
1
dont les lignes valent toutes (ly,...,1,).
On a a,(f])- >0, donc l; = lim a,gp; > 0.
: prtoo B

De méme, > agf}) =1 done, en passant a la limite, > 1; =1 donc L est stochastique.
j=1 j=1

Les lignes de L sont égales donc rg (L) <1 et Y l; =1 donc L # 0 donc rg (L) = 1.
=1
On sait d’aprés la question 77 que L est une matrice de projection donc [ est une projection sur Im (f) qui est

donc de dimension 1. Or L est stochastique donc Le = e donc f (e) = e donc e € Im (f) qui est de dimension 1
donc f est une projection sur Im (f) = vect (e).

R 56
R 57

. . (X—a1)(X—ap—_1)
L. Soit F(X) = Saltay),

RA@aliser la dA©composition en A@IA@ments simples de F.

1.

2. On note D le dA@terminant d’ordre p :
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_1
a1+b1
1

ai +{)p71

D — az+by az+bp—1 F (a2)
1 1 :
ap+b1 ap+bp_1 F (CLp)

En calculant D de deux faA§ons, A@tablir :

[17-; (ai +by)
F(ap) Cp—l (al,...,ap_l,bl,...,bp_l): Zil Cp (al,...,ap,bl, ,bp).
Hf:l (bp o bi)
1.
3. Endéduire: C, (a1,...,a,,b1,...,b,) = Hlf"qg‘i_([cij:a_f E[alii;_"f”(bj_bi). 4.a Calculer A, =
<i,j<prATrTEI

1 1 1
1 2 3
11 1
2 3 4
11 1
3 4 5
11 1

<l <A

My(R).

On pourra se contenter d’une expression comportant un ou plusieurs [](...).

.....

4.b En déduire la valeur de u, = inf(4,, . 4, ,)crr fol (t" — (@ t" P4+ agt + ao)2 dt. On exprimera le

rA©sultat A Daire de nombres factoriels.
4.c Quelle est la limite de (u,,) ?
Pour i € [[1,p]], on pose, ;=[] (X+b)etP= ][ (X+aq)
1<j<p,j# 1<j<p-1
Q 23 Montrer que la famille (P, ..., P,) est une base de R, [ X].
p
Q 24 Déterminer (A1,...\,) € R? tel que P =Y \;P,.

=1

Q 25 En calculant D de de deuxr maniéres différentes, montrer que

17, (a; +b,)
F(Clp) Cp—l (Gl, Ce ,ap_l,bl, Ce 7bp—1) = mcp (al, e ,ap,bl, .. .,bp) .

Q 26 FEn déduire :

b,) = [licicjep (@ — ai) [Ti<icj<, (b; — bi)
yUp) =

C O T
(@ o ngi,jgp (a; + ;)
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Q 27
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