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Partie I : préliminaires

I.A.1) Pour tous n € N* et p € N* | u(n,p) est défini et positif. De plus u(n,p) ~ n_>+wﬁ . et comme p+1>1

[La série Y u(n,p) convergd

I.A.2) On sait déja que la série converge. De plus la suite (1/n) converge donc :
+oo 1 “+o0

1 1 . 1
”<1>ngnn+11&££<>l

n=1

e(1) =1

I.A.3) On simplifie la fraction :

_ 1 _ 1 _ n+p—n — uln
wp=1) —uln+ Lp=1) = e T T T e ntp)  ant Dty PP

u(n,p—1) —u(n+1,p — 1) = p.u(n, p)|

I.A.4) Ce qui donne comme p > 0
u(n,p—1) un+1,p—1)

U(?’L,p) = -
p p
Donc u(n,p) est du type a(n + 1) — a(n) avec a(n) = —W . D’apres équivalent du I.A.1) lim(a,) = 0 et comme
1 1 _ 1
a1 =.13-5 = ppona

’pourp22,op: 1‘

p.p!

le résultat reste vraisi p=1
1.B) La fonction t— > ¢4 est continue décroissante sur [1,4+oo[ donc

Ve>2 Vtelk—1,k,

On integre sur [k — 1, k](bornes dans le bon sens) :

On fait la somme de N + 1(> 2) & M et on fait tendre M vers 400 . comme ¢ > 2, la série > % converge et l'intégrale

+oo gt .
fN 7q converge aussi et donc

1 oo gt 1
VN >1 < -
= ke — /N te  (¢g—1)Nae1

+
Nq22,VN2172kSN+1k%SW

Partie IT : accélération de convergence
II.A.1 et 2) On remarque que comme z > 0 les dénominateurs sont tous non nuls.

e si p=2 on veut :
as bax + c2
z(z+1)(xz+2) z3(z+1)(z+2)

1
Vx > O, 73 =
T
Soit en réduisant au méme dénominateur :

Vo >0, (z+1)(x+2) = ax® + byx + ¢

ce qui donne :

la2:17b2:3702:2l

D’ou lexistence (et méme 'unicité de as, by et co )



e On suppose la relation vérifiée au rang p :

Pour prouver la relation au rang p 4+ 1 il suffit de décomposer pour = > 0 :

bpx + ¢p Ap+1 bp11Z + Cpi1

»x+1)--(z+p) z@+1)---(z+p)(z+p+1) +x3(x—|—1)~--(z+p)(x—|—p—|—1)

En éliminant les dénominateurs communs il reste :

by +cp Gp+1 bpr17 + Cpt1

x? (x+p+1) 22(x+p+1)

Soit en réduisant au méme dénominateur :
(bpz + cp)(x+p+1) = apr12® + bpr12 + cpia

et donc la relation de récurrence :

apt1="bp , bpr1=cp+ P+ Dby, ps1 = (p+ D)cy

On vérifie par récurrence que Vp > 2, (ap, by, c,) € N3

II.A.3) Vue la formule donnant ¢, on a ¥p > 2, ¢, = p! et donc ¢, >0
On justifie alors par récurrence que b, > ¢, :

e sip=2ona bien 3 > 2
e Sib, >c¢, ,alorscommep+1>0, (p+1)b, > (p+1)c, et comme ¢, > 0 on a bien byi1 > cpi1

I1.A.4) Un calcul & la main ou & la machine donne : bo =3, b3 =11, by = 50 et donc a3 =3 , ag = 11

2 3 4
a 1 3 11
b 3 11 50
c 2 6 24

Ce qui donne

1 3 11 50z + 24

3 z(z+1)(z+2) + z(z+1)(x+2)(z+3) * z(x +1)(z +2)(z +3)(z +4) * 2z +1)(z+2)(z+3)(z+4)

11.B.1) D’apres la relation du I.B) il suffit d’avoir :

# < 5.10°
soit 107*N? > 1 . 1l suffit de prendre [N =100
II.B.2) On a . - o -
n+c
n;ﬂ w3 (n+ 1)(n . 2)(n4+ T n;ﬂ e o HZXN:H w
en minorant (n + 1)(n + 2)(n + 3)(n + 4) par n*
Soit en utilisant I.B.1) et II.A.4)
Jf ban + ¢4 <50 1 o4 1 :E_'_i
ot n3(n+1)(n+2)(n+3)(n+4) —  5.N° 6.N6 N5 N6
On a
1 1 3 11 50k + 24

B k(k+1)(k+2) N k(k+1)(k+2)(k+3) * k(k+1)(k+2)(k+3)(k+4) + B3 (k+1)(k+2)(k+3)(k+4)
On ajoute ces égalités :

= 50k + 24
£(3) :0(2)+3.a(3)+110(4)+;kg(k+1)(k+2)(k+3)(k+4)




On décompose :

50k + 24 N *f 50k + 24
S+ Dk +2)(k+3)(k+4) | S B+ DE+2)(k+3)(k+4)

Mz

Z 50k + 24
2 B3k + 1) (k+ 2)(k + 3)(k + 4)

Pour avoir £(3) & e pres il suffit donc (en négligeant les erreurs d’arrondi ) d’avoir Z,iv:ll k3(k+1)(23-k2-§(21;1+3)(k+4) < ¢ soit

1%+ & <5.1075.
La machine a calculer nous dlt que la racine positive de
prendre N = 12 qui donne ]{]05 + N6 <4,2.107°

No + Nb = 5.107° est comprise entre 11 et 12.11 suffit donc de

12 50k + 24

£(3) = 0(2) + 3.0(3) + 110(4) +kz=:1 FET D0 0D £°

les 3 premiers termes sont connus:

12 50k + 24

1
§6) = 1+3E+117+Zk3 GO+ 213+ d) —°

Reste a utiliser sa machine a calculer :

12

50k + 24
= 0,6707885152
; K3(k + 1) (k + 2)(k + 3)(k + 4)

ce qui donne
£(3) = 1.202038515 +4,2.107°

. . N+1 . o .
La valeur obtenue est bien une valeur par défaut car > k:l 0 H)(zik;)'(glj 0D est un réel positif comme somme de réels

positifs.

lune valeur approchée de £(3) et 1.202038 & 5.10—° par défaut |

Partie 111 : séries factorielles

IIT.A.1) On a (dénominateur non nul) :

n 1 1\” -1 1\” 2 1 -1 1
_wn(@) n—— (2F = (1+3) (1+5) =(1-2+540(; P Gl Y
Wp—1(x) T+n n n n n  n? n2 n 2 n? n?
14+ z(x—1) 1 n 1

b S NI Rl
2 n?2 n?2
Ce qui donne (les quantités sont positives donc les In existent)
wy, () z(x—1) 1 1 1
1 = — —|=0(—=
" (wnl(x)> 2 w2 o\ n?

la série Y In (ww’i(l‘?(?l» converge absolument.

Comme 2 > 1
IIT.A.2) la série converge. On peut donc noter S(z) = Z+°° In ( wn (@) ) . On a alors

—1(z)

+oo
S (wa (@) — In(w, 1 (2)] = S(a).
n=1
et donc
i (In(w(2)) = S(z) + In(wo(2))
et donc

lim (wn(2)) = exp (S(x))

n—>-400

I(x) = exp (S(x)) est bien un réel strictement positif.
II1.B) la question précédente nous donne tout de suite un équivalent :

|anun ()| ~ U(z) [anvn(z)]



La série Y ajnu,(z) converge absolument si et seulement si la série > I(2)a,v,(z) converge absolument, ce qui équivaut
car I(z) # 0 & la convergence absolue de la série > a,v,(z) .

D" anu,(z) converge absolument si et seulement si Y a,v,(x) converge absolument]

II1.C.1)Chaque fonction a,u, est continue décroissante positive sur |0,4+o00[ . De plus la série > anun(z) converge
normalement sur tout segment [, 5] C]0, +o0[ car

|lanun ()| < |an|un(z) < |an|un(a)

et comme a > 0, > |anu, ()| converge par définition de A .
fa est donc une somme de série de fonctions continues qui converge normalement sur tout segment inclus dans ]0, 00|

[fo_est continue sur ]0, +o0]

II1.C.2) La majoration |anun ()| < |an| u, () est aussi valable sur [, +00[ , et donc on a aussi convergence normale sur
[, +00] . Chaque fonction u, tend vers 0 si = tend vers +oo et donc

Ihmm7>+00 (fa(m)) = Ol

III.D.1) Sionprend: Vn €N, a, = ona ngv"'n—(!x) ~ ":I — >0 et donc > ”"T'L(!x) converge absolument. Donc d’aprés

IILB.
(G € A

II1.D.2) Si on prend : ¥n € N |, a,, = 1 la série Y _ v, (x) est une série de Riemann qui converge seulement pour x > 1
1) ¢ A

III.LE.1) u, est I'inverse d'un polynéme n’ayant pas de racine sur |0, +oo[ donc y est de classe C*.
Tous les facteurs de wu, sont positifs on peut donc développer In(u,) et dériver ’expression :

In(up(z)) = In(n!) = > In(x + k)
k=0

et donc :

up(z) 1
Up(z) kzzoerk

le sujet suggere de montrer
n

Sorpen(])

k=1
C’est une comparaison série-intégrale . comme t— > 1/t décroit sur R*T* (idées du I.B) avec ¢ = 1)

n z+n
Z ! </ ﬁ:111(:v+n)—ln(x)

kzlx—i—kz_ t

o >0, Jup, () < un(@) (T + In((1+2))]

II1.E.2) On sait déja que pour tout n , la fonction z— > a,u, (z) est C* sur ]0, +o00| et que Y a,un(x) converge simplement
sur ce domaine.

Pour pouvoir dire que la somme est C' et pouvoir dériver termes & termes il reste & prouver la convergence normale sur
tout segment [, 5] CJ0, +o00[ de > anul,(z) .

Or

1 n 1 n
' < - )] < = -
|ty ()] < [an] un(z) <x +n((1+ x)) < [an] un(a) <a +n((1+ a))
Or Y |an| un(a) converge 11 suffit de prouver la convergence de Y- |ay | un () In((1 + 2)
Comme

ln((l + g) =In(n) + ln(% + —) =In(n) + O(1) ~In(n)

1
a
on se ramene a ’étude de > |an| un(a)In(n) .On prend o €]0,a[ . Comme o >0, > |a,|un(a) converge.



Mais

o 1 0) () =l (o) P2 2 o (o) G L
et comme
In(n) _
lim (( n l)a_a,) 0
ona:

|an | un () In(n) << |an| un(a’)

ce qui assure la convergence absolue de la série Y |an| u, () In(n)

[fa est CT sur ]0, +o0]

Partie 4 : représentation intégrale

IV.A.1) On a n + 1 polynémes dans un espace vectoriel de dimension n + 1 . Il suffit de montrer que la famille est libre.
Or si on prend une famille (Ag);_, telle que > A\, P, = 0 la valeur en —j donne
) C O0sij#k
Po(—=7) =1L4.(—7+1 S . et donc :
% (—7) Hz;ﬁk( J ){ Hi#j(_j_;'_l)?éOSl]:k

NP = 0=Vje| NG9 =0
i#]
— Vje[0,n] ,)\=0

la famille est donc libre et forme donc une base de R,,[X]
IV.A.2) le polynome n! se décompose donc dans cette base : 3 (ax)p_, , n! = > p_qorPy . on divise la relation par
[Tio(X + i) et on a bien :

n! -
X(X+1)--- (X +n) kg

On substitue x & X pour avoir la relation demandée.
Pour calculer les oy, on prend la valeur en —j de n! = >"}'_, a; Pk ce qui donne n! = o Hl# (i—1j) .

Or [[; (i —5) = (0= j)(L =)+ (=1).(1) -+~ (n — j) = (=1)7 (5)!(n — j)! d’on

vjelon] . aj=(-1) (”)

J
et donc : " n)
Ve >0 ) w(w+1) (x+n) Zk O T+
. a fonction y— > (1 —y)*~ est continue sur |0, utype m——1—=—x avec l —x — k£ < 1. e est donc intégrable
IV.B) la fi i 1 e—1+k i 0,1[d (1y)1 1 k< 1. El d intégrabl
sur [0, 1]et :
_ —(1— y)w+k
1— x 1+kd _ (
/ (1-y) ) A

et donc comme xz +k > 0:

Vo >0,VkeN, [[(1—y)* Fray = L]

IV.C) lintégrale est bien convergente : y— > (1 — y)®~1y™ est continue positive sur [0, 1] , équivalente en 1 &
avec 1 —z <1
En utilisant les deux résultats précédents et le bindme de Newton on a :

SRl = () v

- <§<—1>k(2) 1- y>’f> y

(1—y)* 'y dy

1
==

n!
z(x+1)---(z+n)

|
S— 5— M-
= = o
_
=
I

La fonction y— > (1 — y)*~1y™ étant bien intégrable comme combinaison linéaire de fonctions intégrables.



11 suffit de remplacer w, (x) par son expression intégrale pour conclure :

Nw>0,fa(x): i oanfo (1—y)ot "dy‘

IV.D.1) Comme a € A , la série > a,u,(z) converge absolument pour tout z > 0 . En particulier si x = 1 , la série

> sty converge. La série entiere S ora™ converge pour x = 1 . donc son rayon de convergence est supérieur ou égal & 1.
Sa dérivée Y Zilx a le méme rayon de convergence . Donc [z| < 1 = 7 2922~ converge absolument =
> aa™ converge absolument (on multiplie par ).
Et comme |2953"| ~po s too |ana™| la série ) a,a™ converge au moins pour |z| < 1. Son rayon de convergence est donc
au moins 1 .
IV.D.2) On a :
1 +o0o
-1
w0, [(ay oy = [0 Y ady
0 0 o
Si on peut intégrer termes a termes on a :
1 400 1 +o00
Vo >0, / 1=y "o (y)dy = an/ (1—y)" 'y dy =) anun (@)
0 n=0 0 n=0

donc x— > fol 1—1y)* 1¢,(y)dy est développable en série factoriel , et la fonction est égale & f, d’apres IV.C)

Reste a justifier 'intégration termes a termes de fo 20 an(1—y)*ty"dy sur I'intervalle [0, 1] ( qui n’est pas un segment)
On se fixe un = > 0

o VneN, y— > a,(1—y)* y" est continue intégrable sur [0, 1] d’apres IV.C

e > "% 4, (1 — y)* 'y" converge simplement et sa somme (1 — y)* ¢, (y) est continue sur [0, 1] ( une série entiere est
continue sur l'intervalle ouvert de convergence)

o« > 01 |lan (1 —y)* 1y dy = 3,25 |an| fol(l —y)® ytdy = S0 |an|un(z) . Cette série est bien convergente
puisque a € A .

NJ: >0,y— > (1—y)* 1¢,(y) est intégrable sur [0, 1] et f,(x fo (1—y)* 1o, (y)d ‘

Partie V : Dérivée d’une série factorielle

V.A.1) On sait déja que f, est de classe C! sur |0, +oo[ (question ITL.E) . pour avoir 'expression proposée il faut dériver
par rapport & x la fonction fol(l —y)*~L¢,(y)dy en utilisant le théoreme de Leibniz.

o Vy e [0,1],2— > (1 —y)* t¢,(y) est O sur |0,1[ de dérivée z— > (1 —y)* 1o, (y) In(1 — y)
o Vz>0,y— > (1—y)* 1¢,(y) est intégrable sur [0, 1] (question IV.D)
e Vz>0,y— > (1—-1y)"1¢,(y) In(1 — y) est intégrable sur [0,1] :méme principe que IIL.E:

pour 2/ €]0,a[ (1= 1)1, (y) In(1 — y) = 0,51 [ (1 = ) "', (y)] puisaue
(1= )"0, (y) (1 — ) = (1= )" 16, (). [(1 = ) (1 — p)]

y— > (1 —y)* 1¢,(y) In(1 — y) est continue sur [0, 1] négligeable devant une fonction intégrable , donc y est intégrable.

e Par monotonie, on a domination sur tout segment : si z € [a, 8] CJ0, +0o0]

(1= y)" o (y) In(1 —y)| < (1 —y)* "B, ()| [In(1 — y)|

ce majorant étant intégrable puisque o > 0 et donc (1 — 3)* 1¢,(y) In(1 — y) est intégrable sur [0, 1] (étude du point
précédent)

Vo >0, fo(e) = [ (1— )" o, (y) In(1 — x)dy




V.A.2) On sait que ¢, et y— > In(1 — y) sont développable en série entiére sur | — 1,1[ . Donc par produit de Cauchy
y— > ¢, (y) In(1 — y) Vest aussi.
V.A.3) La fonction étant développable en série entiére, on sait que sur | — 1,1]

z¢ sz

Le calcul des b, revient donc au produit de Cauchy de ¢,(y) = Zn “pany™ par In(l —y) = : o any" avec o, =
Osin=20
%1 sin>0
On a donc by = agog =0 et poun >0, b, = ZZ:O ApQp—p = ZZ;& ;‘_l;
—T =
Vy €] = 1,1[, ¢ (y) In(1 —y) = 302 bay” avec by = 3,75 —22
V.B) D’apres 'expression précédente de b, on a :
S
bn| < L
ol < 3 Sl
p=0
et donc :

PR :

2 vy =2\ & p)n 1)
On veut permuter les 2 sommes : On fait la somme sur ’ensemble des couples (n,p) tels que lsnsN soit

veut p : D P q Wn 0<p<n_1
0<p<N-1
<p<n-—1< — - = :
0<p<n—-1<N 10uencore{ Vpp+l<n<N et donc
e = D oyl e \apl AN TSR
el G p=0 n=p+1 (n—p)(n+1)7 p=0 =1 (k+p+1)”

en posant k =n — p.
V.C) Encore une comparaison série-intégrale : La fonction t— > t(t+p+ 1)* est le produit de deux fonctions croissantes

(x > 0) positive donc est croissante positive et donc t— > m est décroissante. Pour k£ > 2 on a donc

1 </k dt
kk+p+1)® = J_1tt+p+1)®

et donc
N—

—D N—p dt
< -
kZQkker—kl /1 tt+p+1)*

ye L2 +oo dt 1 1 . aps . N z
L’intégrale fl prT)e FpFDF ~t=too @Il fonction positive avec x +1 > 1 . La fonction & intégrer étant

positive , sa primitive est croissante. et donc la limite en +o00 est la borne supérieure:

converge car

N-p

</+OO dt
kZ?k:k;—i—]H—l L tt+p+1)

On ajoute alors le premier terme:

’Zk 1 %( k+p+1)“‘ = (p+1)“” +f t(t+p+1)”

V.D) 1l suffit de majorer :

/+°° dt 1 11
1 tt+p+ DT T (p+ 1) x(p+ 1)

Pour avoir les 2 morceaux, on sépare en deux 'intégrale:

/P“ dt - /P“ dt  In(p+1)
v e+t T tp+ )T (pHD)T




et

/“’O dt </+°° dt /*OO a1 1
it WEFpT 07 = oy W07 Sy BT 2 o )

et donc
In(p+1)
Eis mrrr < pie (43 g
V.E)La suite des sommes partielles Z n‘?ul)w est croissante majorée par la suite des sommes partielles :

S (B5R (143) i)

11 suffit donc de prouver que la série > |ay]| . (h;(ﬁ_)l) + (1 + %) m) converge

Comme la suite a € A on sait par 'équivalent du III.A) que la série Y |a,| (n+11) converge pour tout x >0 .

Ce qui assure déja la convergence de la série > |a,| m donc de 3 (1+ 1) ayl (p+1)m

Pour la convergence absolue de Y |a,| .187 (_f;r)? on introduit (encore une fois) z’ €]0, x| et on vérifie que

In(p+1) _, lay|
ol G — o (T8

’La série > (niinl)m converge absolument sur |0, —l—oo[‘

V.F) Ce qui assure avec ITI.A) la convergence absolue de la série > byu,(z) sur |0, +o0|
On applique maintenant IV.D) ) & ¢

Y, (y) = :i% bqy” est une série entiere de rayon de convergence > 1 donc x— > fol(l —y)* 14, (y)dy est développable en
série factorielle et fo (1-— )"”_11/) (y)dy = 32725 b (2) .
Or (V.A) fl(x fo (1 —y)* 1, (y)dy et donc :

Ve >0, fi(z) = S0 butn()

V.G)
x>0, f*erZOun

donc z— > 1/x est développable en série factoriel avec ag=1et Vn>1,a, =0
On dérive une fois : f/'(z) = ;—21 est développable en série factorielle :

Vo >0, — Za Un (z

-1
avec ay =0 et Yn > 1, a;, = — 3 /7 2 = —

Vo>0,=f = — 5 %

On dérive une nouvelle fois : f7(z) = ?23 est développable en série de factorielle:

Vo > O Z a” pun (T
) ” —1 a, 1 : : . [ — 1
avec a’g=0,a"1=ay=0,Yn>2,a", = -3 " s = > oot p(n -7 - En particulier : "y = a”3 =1,0"4 = o
Ce qui donne la somme partielle
- 2 6 11 24
Sy = Za”nun(m) =1. + 1. + =

z(z+1)(x +2) zz+1)(xz+2)(z+3) 12z(xz+1)(z+2)(xz+3)(xz+4)

en divisant par 2 (on décompose 2/x3) on retrouve bien les coefficients , 1,3,11 de la partie 2



