DM 11 pour le 19 décembre 2025

Exercice 1

Soit E un espace vectoriel euclidien £ de dimension n € N, n > 2.

Soit (u,v) une famille libre de E et F' = vect (u,v).

On considére ’endomorphisme f de E défini par f (z) = (x|u)u — (z|v) v (on admettra que f est un endomor-
phisme)

Q 1 Montrer que f est autoadjoint.
Q 2 Déterminer ker (f).

Q 3 Justifier que F' est stable par f. Soit g l’endomorphisme induit par f sur F. Donner la matrice de g dans
la base (u,v).

Q 4 Déterminer le spectre de f.

Exercice 2

Soit E un espace vectoriel euclidien £ de dimension n € N*.
On considére une base b = (ey, .. .,e,) une base de E et on pose, pour tout (i,7) € [1,n]], si; = (& | ¢;) et

S = (8i3) .jyelm)?-

Soit x = > xe; € Eety=)> ye; € Eet X etY les vecteurs colonne coordonnés de x et y dans la base
=1 i=1

1=

Q 5 Montrer que (x]y) = XTSY.

On suppose que n > 2 et £ = R,,_; [X] muni du produit scalaire défini par (P|Q) = fol P(t)Q(t)dt.

Q 6 Préciser la matrice S dans le cas ou b est la base canonique de E.

1
Q 7 Soit H = (h;;) € M,, (R) définie par h; ; = P

Montrer que H est diagonalisable et déduire de la premiére question que sp (H) € R*.

Exercice 3

Définition 1 Soit E un ensemble et A une partie de E. On appelle fonction indicatrice de A la fonction de
E —{0,1}
YAty L { 1 si z €A
0 sinon

L’objectif de I’exercice est de voir comment 1'utilisation de fonction indicatrice d’événements permet de faire
un comptage de "succes".

Soient n et N deux entiers naturels non nuls. On lance successivement n boules au hasard dans N cases
numérotées de 1 & N. On suppose que les différents lancers sont indépendants et que la probabilité pour qu’une
boule tombe dans une case donnée est % Une case peut contenir plusieurs boules. On s’intéresse au nombre de
case occupées a la fin de I'expérience.

Pour i € [[1,n]], on noteT; le nombre de cases occupées %prés i lancers.



Q 8 Donner la loi de Ty. Déterminer 'espérance de Ty (notée B (T})).
Q 9 Déterminer la loi de Ty et Uespérance E (T5).

Dans la suite, n est un entier naturel, n > 2..
Q 10 Déterminer P (T, = 1).

Soit (k,1) € [[1, N])* et k # L.
On considere I’évenement Ay ;: "les n lancers sont arrivés dans la case k ou dans la case [ ".
Pour i € [[1,n]], on considére la variable aléatoire X;, numéro de la case obtenue au ™ lancer.
n

On peut donc écrire Ay = ﬂ (X; € {k,1}).

1=
On considére ’événement Bj: "l'ensemble des n boules lancées sont arrivés dans la case k"

On considere I'évenement Cy;: "’ensemble des n boules lancées occupent exactement deux cases, la case k et la
case [".

Q 11 Déterminer P (Ay,).
Q 12 Donner une relation ensembliste entre les événements Ay, By, By et Cy;. En déduire P (C,).

Q 13 Montrer que P (T, =2) = (];) N

Nn

Pour 1 <k < N, on Z,, la variable indicatrice de I’événement "la boite £ contient au moins une boule"
Q 14 Déterminer la loi de Zy,.
Q 15 Les variables aléatoires Z1, . .., Z;, sont-elles indépendantes?

16 Exprimer T, en fonction des variables aléatoires (Z,, et en déduire la valeur de l’espérance de T,,.
D 1<k<N D

Exercice 4 facultatif

Soit n € N* et E un ensemble fini admettant n éléments. On s’intéresse qu nombre a,, d’applications f de E dans
E vérifiant f o f = idg.
Donner une expression de a,, en fonction de n.



Correction du DM 11

Exercice 1

R 1 Soit (z,y) € E*. On (f (2)|y) = (((z[u) u — (z[v) v) ly) = (z]u) (uly) — (z[v) (v]y) et de méme
(x| f (v) = (f (v) |x) = (y|u) (u|z) — (y]v) (v|z) = (f (x) ly) par symétrie du produit scalaire.

R2 Onaf(z)=0r< (zlu)u— (zjv)vly < (z|lu) = (z|v) =0 car (u,v) est libre.
On en déduit que = € ker (f) < z € {u,v}" = (vect (u,v))" = F*.

R 3 Pour tout x € E, f(x) € vect (u,v) = F donc si v € F alors f (x) € F donc F' est stable par f.

lul®  (ulv) )

On ag(u)=f(u)=|lul®u— (uv)v et le calcul pour g (v) donne M = mat . (g) = ( —(uly) —|Jv|?

R 4 La juxtaposition de (u,v) base de F et de by une base de F+ forme une base b de E (car E = F @ F'*) et
M |0
A = maty (f) = ( 0 0nanss

donc sp (f) = sp(g) U {0}2. , ) -

On a Xy (v) = 2* — (||u||2— [0]]7) @ + ((ulv)” = ||lul]”[[v]]%). )
Ona A= (Jull® = vl*)" =4 ((wo)? = ul*|o]*) = lJull* + [vl|* = 4 (uv)® + 2] [v]* = (ul®+ [0)*)" -
4 (uv)® = ([[ul® + [[o))* + 2 (u|v)) x (Jull® + [[o]|* + 2 (uv)) = u+v)|* x [u—v]|* > 0 car (u,v).libre done u+v
et u — v non nuls.

) donc x; (z) = xa(x) = xp () X 2”72 (déterminant triangulaire par bloc)

2 2
(lull” = [lvlI") + llu + vl x Jlu — ]|

Le polynome x,; admet deux racines distinctes \y = 5

2 2
(™ = 1vl%) = llu + vl x flu— v

et,AQ::

2
On a X\ # 0 carker (g) = FNker(f) = FNF*+ = {0}. On a donc eractement trois valeurs propres distinctes
Al,AQ,O de f.

Exercice 2

RS Dune part, (o) = (Lol Sue) = T awlale) = T s
=1 =1 (i.4)€l[1m])? (i.5)€l[1,n])?
> S1,5Yj
j=1
2: S52.5Y; . n n n
D’autre part, SY = | j=1 done X'SY =21 Y s15Yj+ T2 Y, SoYj+-Tn D, Snjli = O,  TilYjSij-
=1 =1 =1 (i.g)el[Ln])?
> Sn,jYi
j=1
) ) o 1
R 6 On a donc s, ; = fol =t x ¢t = fol tHI=2dt = P donc S = H de la question suivante.
i+ —
R 7 La matrice H est symétrique réelle donc diagonalisable.
o n—1
Si X = : € M, 1 (R).et P= > a; X", alors, d’aprés la premiére question, (P|P) = XTHX.
i=0
Ap—1

Si X # 0.alors P # 0 donc (P|P) > 0 donc XT"HX > 0 donc H est symétrique définie positive donc sp (H) € R%.
3



Exercice 3

R 8 OnaT, = 1: le nombre de cases occupées aprés un lancer est 1. On en déduit que E (T) =P (T} = 1)x1 = 1.
R 9 On suppose n =2

a Par indépendance, P((X1 =k)N(Xy=k)) =P (X; =k) xP(Xo=Fk) = %
Ona (X; = C[J N (Xy = k)|, union disjointe donc
x N 1
P (X) = X) =;P((Xl =N (X =k) = 15 = +-

b On aTy(Q) ={1,2} car une ou deux cases sont occupées aprés deuz lancers.
(To = 1) est l’événement "une case est occupée par les deux lancers” donc c’est l’événement (X1 = Xs).

1 1
On a donc P (Ty =1) = N On en déduitIP’(T2:2)zl—P(ngl)zl—N. On a donc

1 1 1

R 10 Si k € [[1, N]], l’événement ﬂ (X; = k) est l’événement ’tous les X;, pour i € [[1,n]|, valent k.
i=1

L’événement (T,, = 1) est "tous les X;,pour i € [[1,n]], prennent la méme valeur" donc ( U By..

N
On a donc P (T, =1) = Z]P’ (By) (union disjointe) et, par indépendance
=

P (By) = ( ) Zﬁ[lp )—(%)n.

1
On en déduit que P (T, =N (N) Nt
- 2 2\"
R 11 Ona Ay = ﬂ (X; € {k,1}) et P(X; € {k,1}) = N donc par indépendance, P (Ag,;) = (N) .
i=1

R 12 L’événement Cy,; est: "l'ensemble des valeurs de Xy, ... X, est evactement {k,l}"
L’événement Ay, est: "l’ensemble des valeurs de X1, ...X,, est contenu dans {k,l}"
L’événement By, est: "l'ensemble des valeurs de Xy, ... X, est exactement {k}"

donc C/M = AkJ\ (Bk U Bl)
Or By, U B; est une union disjointe et By, U By C Ay donc

2\" 1\" 2n-2
P (Ck,l) =P (Ak,l) — (P (Bk) + P (Bl))On en déduit que P (Ck,l) = <N) —2 X (N) = Nn .

R 13 Or (T,, =2) < "il existe une partie {k,l} de [[1,N]] telle que les variables aléatoires X;,pour i € [[1,n]]
prennent exactement les valeurs k et .
HE=)

On a donc (T, =2) = U Ch.1 qui est une union disjointe. On a donc P (T,, = 2)
{k,l} partie a 2 éléments de [[1,N]]

R 14 (Z; =0) est l’événement "tous les X; ont une valeur dans [[1,n]]\ {k}".
On a donc P (Z;, =0) =P (ﬂ X; € [[1,n]]\ {k}) = (24" par indépendance.

On a doncP(Z,=1)=1-— ﬁ(Zk =0) et Zy suit une lﬁi de Bernoulli de paramétre p =1 — (M=)

N



R 15 L’événement (Z; =0)N...N (Zx =0) est impossible, car si k = X1 alors Zy = 1 (toutes les cases ne
peuvent étre vides a l'issue des n lancers), donc

P(Zi=0)Nn---N(Zy=0)=0£(1—-p)"=P(Z;,=0) x--- xP(Zy =0)
Les variables aléatoires (Z,) << ne sont donc pas indépendantes.

R16 7, =1sik e {Xy,...,X,} et Zy =0 sinon donc T,, (nombre de valeurs distinctes de X1, ..., X, ) vérifie

s =2 (1 (-5) ) = (- (-5))

Par linéarité de l’espérance :
E(T,) =) B(Z)=

k=1

Exercice 4

Ona fof=feVeeE, (f(f() =/ () cequi revient a Vy € f (E), f (4) = v.
Posons Inv (f) ={x € E, f (x) = x}. On a toujours Inv (f) C f(E) et donc fo f=f< Inv(f)=f(E).
Soit k, 1 < k <n.

e Soit £}, C FE de cardinal k.
Supposons Inv (f) = Ej, de cardinal k, 1 < k < n.
Déterminons le nombre d’applications f vérifiant fo f = f et Inv (f) = E.
Les images des éléments de Ej sont connues: f (z) =z si x € Ey = Inv (f).
Un éléments = ¢ Ej, a une image quelconque dans f (E) = Fj. Il y a donc k choix possibles pour f (z).
Iy an— k éléments dans E'\ Ey et les choix d'un f (x) n’influe pas les choix des autres.
Il y a donc k"% choix d’applications f.

ellya ( ) choix de Ej donc (k) k"—k applications f vérifiant f o f = f et Inv (f) est de cardinal k.

Le cardinal de Inv (f) peut étre pris quelconque dans [[1,n]] donc le nombre a,, d’applications f vérifiant
n

fof=festdonca,=> (:)/{;nfk

k=1



Exercice

Pour (z,y) € R?, on pose ¢ (z,y) = 22° + 12zy — Ty* et X = ( ; )

Q 17 Donner une matrice S symétrique réelle de taille 2 pour laquelle V (z,y) € R?, o (z,y) = XT x S x X.

Q 18 Déterminer sp (S). Déterminer P € O (R) telle que P~1SP est diagonale.

x/

Q 19 Soit P € O3 (R). On pose Y = P71X = ( y ) et D= P71SP.

a Justifier que ¢ (z,y) =YT x D x Y.
b Justifier que x> +y* = (') + (v)°

c Soit & ={(x,y) € R?, 2% +y* = 1}. Montrer que V (z,y) € £, =10 < ¢ (z,y) < 5.
Montrer qu’il existe (xo,y0) € € et (x1,y1) € € tels que ¢ (xo,y0) = —10 et ¢ (x1,y1) = 5.

Exercice

2

R 17 On vérifie que si S = < 6 _67 > alors X7 x 8 x X = 222 + 12zy — Ty°.

R 18 On obtient que sp(S) = {5,—10} et Es (S) = vect (( . )) et Es (S) = vect (( = ))

1 —
Posons P = — < 2 21 ) € 0 (2) (les colonnes sont orthonormées et de norme 1°

V5 \ 1

La formule de changement de base donne ( 0 —(Z)lO > =D =P 1SP.

R 19 Etude de ¢ (z,y).

aOnaY'xDxY = (P*IX)TD(P*IX) = XTPx P1SPx P'X = XT x S x X.
pP-1=p

b Onaa?+y?=X"X = (PY) x (PY)=YTPTPY =YTY = (/) + (¢/)* car P € O (2).

/

c On adoncp(z,y) =Y x DxY = (2/,9) ( g _010 ) ( z, ) = 52 — 10y2.
Si(z,y) € €, on a —102"? — 10y < 5z — 10y < 522 + 592 =5
carz®+yt =1 () + @) =1.

Si (2',y') = (1,0), ce qui revient a (z,y) = alors ¢ (r,y) =5
Si («',y") = (0,1) alors ¢ (x,y) = —10.



