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Tableaux et simulations informatiques

I Tableaux

Il n’existe pas de type « tableau » en python (hormis dans des modules a importer ; on étudiera
prochainement les tableaux fournis par le module numpy). Mais on peut coder des tableaux a ’aide
de listes de listes. Par exemple : [[1,3,8,3,8],[3,1,0,0,0],[8,0,1,0,0],[3,0,0,1,01,[8,0,0,0,1]]
Pour représenter :
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I.1 Création de tableaux

A T’'aide de boucles avec append ou en compréhension.

def ligneNulle(p):
L =1
for j in range(p):
L.append (0)
return L

def tableauNul(n,p): #crée un tableau & n lignes et p colonnes rempli de zé
ros
T = [1]
for i in range(n):
T.append(ligneNulle (p))
return T

#ou
def tableauNul(n,p):
return [[0 for j in range(p)] for i in range(n)]

I.2 Modification d’un tableau déja créé

e T[i][jl=x # remplace 1’élément de la ligne i et la colonne j de T par x

e T[i]=L # remplace la ligne i par L (ligne)

Pour créer un tableau, classiquement on commence par créer un tableau de la taille voulue
avec des coefficients quelconques (par exemple des zéros), puis on modifie les coefficients un par
un, ou par groupe, pour obtenir les coefficients voulus.
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IT Les listes (ou tableaux) comme parametres de fonc-
tions

Une bonne pratique d’écriture est de ne pas modifier a l'intérieur d’une fonction la
valeur des parametres de cette fonction :

#ne pas écrire

def f(x):
X = x + 1 #écrasement de la valeur de x donnée en paramétre !
return x

#mais plutot
def g(x):
y = x + 1
return y

Dans le cas d'un parametre de type simple (entier, flottant, booléen, caracteére) la variable
ainsi modifiée ne I'est qu’a l'intérieur du déroulement de la fonction ; ainsi :
a = 33
print (£ (a)) #affiche 34
print (a) #affiche 33

Une exception importante a ce principe est lorsque le parametre est d’un type
composé, notamment dans le cas d’une liste de grande taille, que I'on souhaite modifier dans
le cadre d’une fonction sans faire de copie (pour des raisons de taille mémoire, par exemple) ;
modifier une grande structure de données sans faire de copie s’appelle travailler en place.

Par exemple :

def f(L,x,y): #procédure qui ajoute x & la fin de la liste L et modifie son
premier élément pour que ce soit y
L.append (x)
L[0] =y
#pas de return

L = [1,2,3]
f(L,33,34)
print (L) #affiche [34,2,3,33]

On remarquera que, dans ce cas, on a utilisé une procédure (fonction qui ne renvoie "rien" du
point de vue utilisateur, mais "None" du point de vue informatique).

>>> type(£f(L,33,34))
<class 'NoneType'>
>>> print (£(L,33,34))
None

Si 'on voulait conserver la liste L de départ, il aurait plutot fallu écrire :

def f(L,x,y): #fonction qui ajoute x & la fin de la liste L modifie son
premier élément pour que ce soit y sans modifier L
M = [yl
for i in range(1l,len(L)):
M.append (L[i])
M. append (x)
return M

L = [1,2,3]
print (£(L,33,34)) #affiche [34,2,3,33]
print (L) #affiche [1 2 3]

Attention : « M = L » n’effectue pas de copie de la liste L.
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IIT Vocabulaire important des énoncés

‘ mot de ’énoncé ‘ commentaire ]
renvoie il faut un return dans la fonction
affiche il faut un print ou un plot dans la fonction (pas de return)
modifie calcul en place; procédure (sans return)

IV Principes de la modélisation en temps discret

L’informatique permet d’étudier le comportement de systemes complexes lors d’une succession
d’instants numérotés par un entier a condition de savoir décrire le passage d'un instant au suivant.
Le schéma général d’une telle modélisation est le suivant :

1. Initialisation : création de la structure de données qui va représenter la situation a un
instant précis.

2. Regle d’évolution : calcul de la situation a l'instant n + 1 en fonction de la situation a
I'instant n.

3. Simulation : boucle qui permet d’effectuer la totalité de la simulation. Il y a plusieurs
possibilités, notamment :

e boucle for si le nombre d’instants a simuler est connu a l'avance ;

e boucle while si I'on veut effectuer la simulation jusqu’a ce le systeme présente une
caractéristique donnée, ou jusqu’a ce qu’il n’évolue plus, ou peu;
e boucle for interrompue ou boucle while si 'on est dans le cas précédent, mais 1'on
n’est pas stir que la simulation va se terminer.
~ lorsqu’il est complexe, le test d’arrét de la boucle peut faire I'objet d’une fonction auxiliaire.

4. Fventuellement mise en forme du résultat, par exemple d'une des maniéres suivantes :

e renvoi (return) de tout ou d’une partie de la structure de données obtenue a la fin,
ou du nombre d’itérations effectuées;

e affichage (print ou plot) de tout ou d’une partie de la structure de données obtenue
a la fin.

La regle d’évolution peut étre écrite de deux manieres :

e soit avec une fonction qui crée et calcule la situation TT a U'instant n + 1 a partir de la
situation T a l'instant n, sans modifier T et qui renvoie TT

e soit avec une procédure qui modifie la situation T a I'instant n pour qu’elle devienne la
situation T a l'instant n + 1, et qui ne renvoie rien.
Cette deuxieme option n’est possible que si les calculs pour faire évoluer la valeur d’un
¢élément de T de I'instant n a 'instant n + 1 ne nécessitent pas d’utiliser les valeurs de T a
I'instant n déja modifiées dans le processus global de passage de n a n + 1.

Lycée Michelet - classes de PC* et PSI 3



© 0 N 3 o s W N

=
=]

12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24

2021-2022 TD n® 3 Informatique commune

def suivant(L):

M = nouveaulL (...) #initialisation du résultat & calculer
for i in range(...):
for j in range(...)
M[il[j] =
return M
def simulation(...):
L = initialisation(...)
for k in range(n): #nombre de fois que l'on veut faire la simulation
L = suivant (L) # #ou, pour S initialisée, S[k]=suivant(L); L = suivant

(L) si 1l'on souhaite conserver les états intermédiaires de la simulation
return L

#ou bien (avec une procédure)
def suivant(L):
for i in range(...):
for j in range(...)
L[il[j] = ... #modification de L en place

def simulation(...):
L = initialisation(...)
for k in range(n): #nombre de fois que 1l'on veut faire la simulation
suivant (L)
return L

V Exercices

Q1 Qu’affiche le programme suivant ?

def f£(1):
1.append (2)
return 1

>>> t = [0]
>>> print (£(t),t)

1
2
3
4
5
6
Q2 Ecrire une procédure suivant (T,i) qui prend en argument le tableau de nombres T carré
a n lignes et n colonnes et un entier i qui appartient a [0,n[. Cette procédure modi-
fie en place la ligne i du tableau T pour que, sur cette ligne I’élément 0 et I’élément i
valent 1 et que, entre les deux, chaque élément soit la somme de I’élément situé sur la ligne
du dessus et du voisin de gauche de ce dernier ; les autres éléments de T ne sont pas modifiés.
Par exemple :si T vaut [[1,0,0,0],[1,1,0,0],[0,0,0,0],[0,0,0,0]],alors suivant(T,2)
le modifie en [[1,0,0,0],[1,1,0,0],[1,2,1,0],[0,0,0,0]].
Q3 Utiliser la fonction précédente pour écrire une fonction Pascal(n) qui renvoie le triangle

de PASCAL contenant les coefficients binomiaux jusqu’a I'ordre n-1.
Par exemple : Pascal(4) — [[1,0,0,0],[1,1,0,0],(1,2,1,0],[1,3,3,1]]
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V1 Probléme : Simulation informatique de la propagation
d’une épidémie

On pourra utiliser les fonctions suivantes du module random que I'on supposera avoir impor-
tées :

from random import randrange, random
randrange(n) #renvoie un entier choisi aléatoirement entre O et n-1 (cad. n exclu)
random() # renvoie un flottant choisi aléatoirement dans 1'intervalle [0,1[

On cherche a modéliser la propagation d’une épidémie par une méthode de simulation
informatique.
Dans ce qui suit, n est un entier strictement positif. Une grille G de taille n est une liste de n
listes de longueur n (c’est-a-dire un tableau a deux dimensions a n lignes et n colonnes). Chaque
case de la grille représente un individu de la population qui peut étre dans un des quatre états
suivants : sain, infecté, rétabli, décédé. On choisit de représenter ces quatre états par les entiers :

0 (sain), 1 (infecté), 2 (rétabli), 3 (décédé)

Par exemple, G[i] [j] vaut O si et seulement si 'individu représenté par la case de la ligne i
et la colonne j est sain.

L’état d'une case d'une grille évolue au cours du temps selon les regles suivantes : I’état d’une
case a l'instant £ + 1 ne dépend que de son état a l'instant ¢ et de I’état de ses huit cases voisines
a U'instant ¢ (une case du bord n’a que cinq cases voisines et trois pour une case d’un coin).

Les régles d’évolution sont les suivantes :

e Une case décédée a l'instant ¢ reste décédée a l'instant ¢ + 1.

e une case infectée a l'instant ¢ devient décédée a l'instant £ + 1 avec une probabilité p; ou
rétablie avec une probabilité 1 — p;.

e une case rétablie & 'instant ¢ reste rétablie & 'instant ¢ + 1.

e une case saine a l'instant ¢ devient infectée a l'instant ¢ + 1 avec une probabilité p, si elle a
au moins une case voisine infectée et elle reste saine sinon.

Q4 Ecrire une fonction grille(n) qui renvoie une grille G de taille n X n dont toutes les cases
sont saines.
Par exemple : grille(3) — [[0,0,0],[0,0,0],[0,0,0]]

On initialise toutes les cases dans 1’état sain, sauf une case choisie au hasard dans 1’état infecté.

Q5 Ecrire en Python une fonction init(n) qui renvoie une grille G de taille n x n ne contenant
que des cases saines sauf exactement une case infectée choisie aléatoirement (on utilisera la
fonction grille comme fonction auxilliaire).

Q6 Ecrire en Python une fonction nombre_de(G,x) qui a pour arguments une grille G et un
entier x qui renvoie le nombre de cases de la grille G dont I’état est égal a l'entier x.

Q7 Ecrire en Python une fonction compte(G) qui a pour argument une grille G et renvoie la
liste [n0,n1,n2,n3] ou n0 est le nombre de cases de la grille G dans 1’état 0, nl est le
nombre de cases de la grille G dans 1’état 1, n2 est le nombre de cases de la grille G dans
I’état 2, n3 est le nombre de cases de la grille G dans I'état 3.

D’apres les regles d’évolution, pour savoir si une case saine peut devenir infectée a l'instant
suivant, il faut déterminer si elle est exposée a la maladie, c’est-a dire si elle posseéde au moins une
case infectée dans son voisinage. Pour cela, on écrit en Python la fonction est_exposee(G,1i, j)
suivante :
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def

est_exposee (G,i,j):

n=1len (G)

if i==0 and j==0:
return (G[0][1]1-1)=(G[1]1[1]1-1)*(G[1]1[0]-1)==
elif i==0 and j==n-1:
return (G[0][n-2]-1)*(G[1][n-2]-1)*(G[1][n-1]-1)==
elif i==n-1 and j==0:
return (G[n-11[1]1-1)*(G[n-2][1]1-1)*(G[n-2][0]-1)==
elif i==n-1 and j==n-1:
return (G[n-1]1[n-2]1-1)*(G[n-2][n-2]-1)*(G[n-2][n-1]-1)==
elif i==0:
#a compléter
elif i==n-1:
return (G[n-11[j-11-1)*(G[n-2]1[j-11-1)*(G[n-2]1[j]1-1)*(G[n-2]1[j+1]1-1)

*(G[n-1]1[j+11-1)==

elif j==0:
return (G[i-1]1[11-1)*(G[i-11[1]1-1)*(GLiJ[11-1)*(G[i+1]1[1]1-1)=*(GI[i

+1]1[0]-1) ==

elif j==n-1:
return (G[i-11[n-11-1)*(G[i--11[n-2]1-1)*(G[i]l[n-2]1-1)*(G[i+1]1[n-2]1-1)

*(G[i+1] [n-1]1-1)==

Qs
Q9

Q10

Q11

Q12

Q13

else:
#a compléter

Quel est le type du résultat renvoyé par la fonction est_exposee ?

Compléter les lignes 12 et 20 « #& compléter » de la fonction est_exposee (on ne donnera
sur sa copie que les lignes en question).

Ecrire une fonction bernouilli(p) qui renvoie 1 avec la probabilité p et 0 avec la probabilité
1-p.

Ecrire une fonction suivant (G,pl,p2) qui fait évoluer toutes les cases de la grille G a I'aide
des regles d’évolution et renvoie une nouvelle grille correspondant a I'instant suivant. Les
arguments pl et p2 sont les probabilités qui interviennent dans les regles d’évolution pour
les cases infectées et les cases saines.

Ecrire en Python une fonction simulation(n,pl,p2) qui réalise une simulation compléte
avec une grille de taille n xn pour les probabilités p1 et p2, et renvoie la liste [x0,x1,x2,x3]
formée des proportions de cases dans chacun des quatre états a la fin de la simulation (une
simulation s’arréte lorsque la grille ne comporte plus aucune case infectée).

Ecrire une fonction calculSeuil (N,n,nb,pl,seuil) qui pour la valeur p; donnée et pour
chacune des N+1 valeurs %, %, %, e %, % de ps calcule la moyenne sur nb simulations de
la proportion de personnes infectées au cours de I’épidémie (décédées ou rétablies), affiche
le graphique de la proportion de personnes infectées en fonction de py et détermine par
dichotomie la valeur de py a partir de laquelle cette proportion dépasse le pourcentage
seuil — on supposera que les moyennes ainsi obtenues croissent strictement quand p,
augmente.
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Complexité

Quelle est la complexité de v 7

def u(n):
u =1
for k in range(l, n):
u= (2 + u) / k
return u

def v(p):
s =0
for i in range(p+1):
s = s + u(i)
return s

On donne les fonctions suivantes :

def max_somme(T:1list, i:int)->int:

n = len(T)
M,S = T[i],TI[il]
for k in range(i+l,n):
S += TI[k]
if S > M:
M =S
return M

def somme _maxi2(T:1list)->int:
n = len(T)

M= T[-1]
for i in range(n-1):
S = max_somme (T,i)
if S > M:
M =S

return M

Que font-elles et quelle est leur complexité (dans le pire des cas) en fonction de la taille n

de la liste de nombres T ?

On donne les fonctions suivantes :

def somme(T:list, i:int, j:int)—>int:

S =20
for k in range(i,j):
S += TI[kl]

return S

def somme _maxil(T:1list)->int:

n = len(T)
M = T[-1]
S =0

for i in range(n-1):
for j in range(i+1l,n):
S = somme(T,i,j)
if 8 > M:
M =S
return M

Que font-elles et quelle est leur complexité (dans le pire des cas) en fonction de la taille n

de la liste de nombres T ?
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Q2
10
11
12
13
14

Q3

17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31

Q4
34
35
36
37

Q5

40
41
42
43
44
45
46
47

Q6

51
52
53
54
55
56
57
58

def

def

def

def

#ou
def

def

def

def

Corrigé

suivant (T,1i):
T[il[0],T[i][i] = 1,1
for k in range(1l,i):
TL[il[k] = T[i-1]1[k-1] + T[i-1][k]

Pascal(n):
T = [[0 for j in range(n)] for i in range(n)]
for i in range(n):
suivant (T, i)
return T

ligneZeros (n):

L = []

for j in range(n):
L.append (0)

return L

grille(n):

G = []

for i in range(n):
G.append(ligneZeros(n))

return G

grille2(n):

return [[0 for j in range(n)] for i in range(n)]

init(n):

G = grille(n)

G[randrange(n)] [randrange(n)] = 1
return G

nombre_de (G, x) :

n=len (G)

nombrex = 0

for i in range(n):

for j in range(n):
if G[il[j] == x:
nombrex += 1
return nombrex

compte (G): #ou de complexité 0(n**2)
n=1len (G)
n0,nl1,n2,n3 = 0,0,0,0
for i in range(n):
for j in range(n):
if GL[il[j] ==
n0 += 1
elif G[il[j] == t1:
nl += 1

o
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elif G[il[j] == 2:
n2 += 1

elif G[il[j]l == 3:
n3 += 1

return [n0O,nl1,n2,n3]

#ou de complexité 0(4n**2) cad. 0(nx**2)
def compte2(G):
L=[]
for i in range (4):
x=nombre (G, 1)
L.append (x)
return L

Q7 La fonction est_exposee renvoie un booléen (True ou False).

Q8 Un produit est nul lorsque I'un des facteurs est nul, donc

7
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89

90
91

92
93

94
95

96
97
98

(GLi] [j1-D)*...*(G[ii] [jj1-1)==0 vaut True des que l'une des cases concernées vaut
0 (ie. est infectée).

Le nombre de cases voisines a tester dépend de I'emplacement de la case par rapport aux
bords. Dans la fontion proposée, les quatre premiers cas concernent les bords; les deux cas
suivants les bords supérieur et inférieur ; les deux suivants les bords gauche et droit ; et le
dernier cas est le cas général des cases qui ne sont pas au bord.

def est_exposee(G,i,j):
n=len (G)
if i==0 and j==0:
return (G[0][1]-1)*(G[1]1[1]1-1)*(G[1][0]-1)==
elif i==0 and j==n-1:
return (G[0][n-2]-1)*(G[1][n-2]-1)*(G[1][n-1]-1)==
elif i==n-1 and j==0:
return (G[n-1]1[1]1-1)*(G[n-2]1[1]1-1)*(G[n-2][0]-1) ==
elif i==n-1 and j==n-1:
return (G[n-1]1[n-2]-1)*(G[n-2][n-2]-1)*(G[n-2][n-1]-1)==
elif i==0:
#ligne 12
return (GLOJ[j-11-1)*(G[11[j-11-1)*(G[1]1[j]1-1)*(G[11[j+1]1-1)*(G
[0l [j+1]1-1)==
elif i==n-1:
return (G[n-11[j-11-1)*(G[n-2]1[j-11-1)*(G[n-21[j]1-1)*(G[n-2]1[]
+11-1)*(G[n-11[j+1]1-1) ==
elif j==0:
return (G[i-1]1[1]1-1)*(G[i-1]1[1]1-1)*(G[i][1]-1)*x(G[i+1][1]-1)*(G[
i+1][0]-1) ==
elif j==n-1:
return (G[i-11[n-11-1)*(G[i--11[n-2]1-1)*(G[il[n-2]1-1)*(G[i+1][n
-2]-1)*(G[i+1] [n-1]1-1) ==
else:
#ligne 20
return (G[i-1]1[j-11-1)*(G[i-1]1[j]1-1)*(G[i-1]1[j+1]1-1)*(G[i][]
-11-1)*x(GLi][j+1]1-1) *(G[i+1]1[j-1]1-1)*(G[i+1][jl-1)*(G[i+1][j+1]-1)==

Q9 La probabilité que le résultat de random() appartienne & un intervalle [a,b[ (inclus dans

101
102
103
104
105

0, 1]) vaut b — a. On peut donc écrire :

def bernoulli(p):
x = random ()

if x < p:
return 1

return O

Lycée Michelet - classes de PC* et PSI 9
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Q10

108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128

Q11

131
132
133
134
135
136
137

Q12

140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
151
152
153
154
155
156
157
158

160
161
162
163
164
165
166

def

def

suivant (G,pl,p2):
n = len(G); H = grille(n)
for i in range(n):
for j in range(mn):
#régle 1 sur les décédés

if G[il[j] == 3: H[il[j]l = 3
#régle 2 sur les infectés décédés ou rétablis
if GL[il[j] == 1:
if bermnoulli(pl) == 1:
H[il[j]1 = 3
else:

H[i][j] = 2
#régle 3 sur les rétablis

if G[il[j] == 2: H[il[j] = 2
#régle 4 sur les saines infectés ou non
if G[il[j]l == 0:
if est_exposee(G,i,j) and bermnoulli(p2) == 1:
HLil[j] = 1
else:
H[il[j] = 0O

return H

simulation(n,pl,p2):
G = init(n); n1 = 1
while nl1 '= O0:
G = suivant (G,pl,p2)
n0,nl,n2,n3 = compte (G)
x0,x1,x2,x3 = n0/n*x*x2,nl/n**x2,n2/n**2,n3/n*x*2
return [x0,x1,x2,x3]

import matplotlib.pyplot as plt

def

calculSeuil(n,N,nb,pl,seuil):

#liste des p2

liste_p2 = [i/N for i in range(N+1)]

#liste de la proportion moyenne des infectés pour chaque p2

liste_moyennel = []
for p2 in liste_p2:
moyennel = 0

for i in range(nb):
x0,x1,x2,x3 = simulation(n,pl,p2)
moyennel += x2 + x3
moyennel /= nb
liste_moyennel.append(moyennel)
#valeur au dessus du seuil par dichotomie sur liste_moyennel
debut ,fin = O,N
while fin-debut > 1:
milieu = (debut+fin)//2
if liste_moyennel[milieu] < seuil:

debut = milieu
if liste_moyennel[milieu] > seuil:
fin = milieu

p2 = fin / N #fin-debut==1 et la valeur demandée est fin/N
#affichage de la courbe (p2,proportion_infectes)
plt.plot(liste_p2,liste_moyennel)

plt.plot ([0,p2,p2],[seuil,seuil ,0])

plt.show ()
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FIGURE 1 — calculSeuil(15,40,40,0.1,0.5)
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