DM 15 pour le 6 février 2026

Exercice 1: Interversion série intégrale

IQ

er +1
Q 1 Montrer que la fonction f est intégrable sur [0, +o0].

On pose, pour z > 0, f () =

+oo
Q 2 En utilisant la série géométrique, écrire, pour x € |0, +oo[, f (z) sous forme > u, (x). Préciser u, ().
n=0
On pose, pour = > 0,et n € N*, v, (z) = z2e™"".
Q 3 Montrer que v, est intégrable sur [0, +ool.

Q 4 Calculer fO%O vy, (z) dz.

+oo xz > (_1>n71
Q 5 Montrer que fo pra 1dm = 27;1 5

Exercice 2: (Exercice 45 de la feuille sur les suites de fonctions)

On pose I = [0,2]. Soit ¢ la fonction définie sur I par g : x + /2 + .

Q 6 Montrer que g (I) C I. Déterminer le signe de g (x) — x sur Uintervalle I.
Pour tout ¢ € I, on pose fo (t) =t et Vt € I, for1 (t) = /2 + fu (1)

Q 7 Soitt € [0,2] fixé.

a Montrer que la suite numérique (fy (t)),cy €st croissante et converge.

b Déterminer la limite de la suite (f, (t)),en-

c En déduire que la suite de fonctions (f,) converge simplement vers une fonction f que l’on précisera.
1 1

Q 8 Justifier que Vt € I, 0 < ¢' (t) < 3" En déduire que |fn1 (t) — f ()| < 3 |fu (t) — f(1)].

Q 9 En déduire que la suite de fonctions (f,) converge uniformément vers f.

Q 10 Justifier que la suite <f02 fu () dt) converge et préciser sa limite.
neN

Exercice 3: Convergence dominée et intégrales sur un intervalle qui
dépend de n

2

n2
Le but de I'exercice est de montrer que Montrer lim,, ., fon (1 - f;—2> dt = O+°° et dt.

n2

Q 11 Justifier que Vn € N*, Vt € R, , (1 — Z—z) < e
Comme le théoréme de convergence dominée s’applique avec un méme intervalle pour toutes les fonctions de la
n2
) ) " . (1 — ""’—z) st 0<x<n
suite de fonction, on pose, pour tout n € N* et tout z > 0, f,(x) = n )
St T>n

Q 12 FEtudier la convergence simple de la suite de fonctions (fn),cn--
( on expliquera clairement pourquoi on peut travailler sur une des seux formules définissant f (z)).

Q 13 Conclure. 1



Correction DM 15

Exercice 1

R 1 La fonction f est continue sur [0, +00].

4 1 1
En+o0, on az’f (z) = T~ zte — 0 donc f(x) = 01100 | = | €t x+— — estintégrable sur [1,+o00|.donc
e’ +1 x? x?
[ est intégrable sur [1,4+o00[ donc sur [0,4o00].
R2 0 >0, f) = S = st L e Sy e
n a, pour x T) = = =rfet——— =1 —1)" (e convergence
P ’ e*+1 er(l+e®) 1—(—e®) =0 J

car0<e™*<1)
Do f(z) = 3 (=1)"z2e (e = S (=1)"'z2e ™.  Posons u, () = (—1)" 'z%e". On a f(z) =

n=0 n=1
o0
n=1
On peut résumer cela en disant que
(1) : la série de fonctions > u, converge simplement sur |0, +oo[ et a pour somme S

R 3 On remarque v, (z) = |u, (x)].
1

On a z?v, (z) = 2™ — 0 (CC) donc v, () = 04— t00 (—2) donc vy, est intégrable sur [0, +o0].
x

Tr——+00

R 4 On efffectue deux IPP (sous réserve de limites finies),

5 1 2 e 2 oo
f0+ vy (z)de = [——xzem] + —f0+ re "dr = — 0+ ze "dx car lim z?e ™ =0:(CC)

n n xr——+00
2 oo 2 4o 2 +o00 :
= —ﬁxe_m ) + 3 Jo e "y = 5 Jo e "dx car :v1—1>r—iI-100 xe " =0:(CC)
2 w2
_ _ = [ —nx]o -
n3 n3

R 5 Appliquons le théoréme d’interversion séries-intégrales sur un intervalle quelconque
- Chaque u,, est continue sur |0,+oo[ et intégable car |u,| = v, qui est intégrable sur [0,4o00] donc sur |0, +oo|

- La série de fonctions _ u,, converge simplement et a pour somme f (voir (1)) et la fonction f est continue donc
CPM sur |0, 4o00].

% 2 ,
- On al|u,| =wv, et f0+°° Uy, (z)|de = 0+ Uy () dx = — donc ) fo |un, ()| dz est une série convergente.
n?

On en déduit que f est intégrable (ce qu’on avait déja vu) et que

oo oo S n—1 oo - . n—1 2
i f(x da:—Z/ dx—;(—l) /0 Up, ($)dx—;(—1) el

Exercice 2:

R 6 La fonction g est croissante et continue donc g (I) = [g(0),9(2)] =10,2] CI. Onag(zx)—z=vV2+zx—2 =
2+ —2?

\/2—|—$+x'

g est positive.sur [’intervalle I.

L’équation v* — x —2 =0 admet —1 et 2 comme solutions donc 2> —x —2 < 0 st x € [—1,2] donc

R 7 Soitt € |0,2] fixé.



a ona fo1(t)=g(fu(t)) et fo(t) =t €I done, comme g(I) C I, on a¥Vn € N, f,(t) € I. On déduit de la
question précédente que g (f,, (t)) > fn (t) donc la suite (f,, (t)) est croissante et majorée par 2 donc converge.

b Soit ] = hEIrl fn (t). La fonction g est continue donc lirf g(fu()=g(l) et liril frns1(t) =1 doncl = g(l)
donc g(I) —1 =0 doncl =2 oul =—1 (voir premiére question) doncl =2 carl >0).

¢ Le raisonnement est valable pour tout t € I donc la suite de fonctions (f,) converge simplement vers la fonction
f constante égale a 2.

_

W2+t

0<g(t) < —% <5 Onaf(t)=2doncg(f(t) = [f(t) donc|furr(t)=f(t) = lg(fu(t)—g(f )] <

1
S 1)) = £ ().

R8 Sitel,2+1t>0 doncg est dérivable sur I et g’ (t) = t > 0 entraine 2v/2 +t > 2v/2 > 0 donc

R 9 Onadone |fu ()~ f (O < 5 lfas () = F (O] <o < 5o 1fo(0) = F (D] < o car fo)) =t € T et £ (1) =

2
On en déduit que ||fn — fll < — donc hm | fn = fll.o =0 donc la suite (f,) converge uniformément vers f.

R 10 La fonction fy est continue et fi = /2 + fo donc fi est continue. Par récurrence, on montre que pour tout

n, fn est continue sur I. La suite (f,) converge uniformément vers f.donc la suite ( f02 fu (1) dt) converge
neN

vers fo t)dt = 4.

Exercice 3:

2

R 11 Si0 <z < n alors —z—z > —1, (1 — ﬁ>n = enln(l_v%)_ Orvz > —1, In(1+4+2z) < x donc e”ln(l_fﬁ) <

n2

e )
nx —5— —
2 =e "

e et linégalité est immédiate pour r = n.

R 12 Soit x > 0 fixé.

, In(l4+u) ~ u ,
pour toutn > ng = |z]+1 on a fu(x) = exp (n?n (1- %)) etcomme ¢\ F onann(1-%5) ~
n IIT - ﬁ - 0 n n—-—+c
n donc liril n?In (1 - fi—i) = —z?% donc liril : folx) = e,

La suite de fonctions (fy),cy+ converge simplement vers la fonction f déinie sur Rypar f(x) =e™”

R 13 (H1): Ona lim (1 — Z—z) = 0 donc chaque fonction f, est continue, donc continue par morceaux sur
R+- r—n

La fonction f est continue, donc continue par morceauz sur R.

(Ha) : La suite de fonctions (fy),cn+ converge simplement vers la fonction f sur R,.

(H,) : Pour tout x € Ry, Yn € N*, 0 < fo(x) < e donc |fo(z)| < e (inégalité immédiate pour x > n).
OrVz>1,e <e* et w e est intégrable sur [1, 400 donc ¢ : x e~ intégrable sur R .

Le théoréme de convergence dominéeprécédent permet d’affirmer :

+oo +oo )
lim fn(t)dt = / e “dt
0

n—-400 0

ou, ce qui est équivalent :



