DM 16 pour le 13 février 2026

Probléme:
T 1 2
On admet — = —.
n admet que nz::l R

In(1—¢
Calcul de / %dt par deux méthodes
0

1
2

, , In (1 —1¢)
Q 1 Montrer que l'intégrale généralisée / fdt converge.

In(1—1¢)

Q 2 Montrer que la fonction t — est intégrable sur |0, 1].

Q 3 Premiére méthode: intégration terme a terme de série entiéres sur [0, x| et passage a la limite

=11\ {0} = R

a Justifer que la fonctions { , In(1—1t) admet un prolongement de classe C'*° développable en série
H —_—

entiére sur |—1,1][.
(on pourra noter h ce prolongement par continuité).

“In(1 —t¢ oo ™
b Soit x € [0,1[. Montrer que / ¥alﬂv =—> —
0 13 n=1T
I.TL
c On pose, pour v € [0,1], u, (z) = ——.
n
Montrer que la série de fonctions Y u,, converge normalement sur [0, 1].
o 'In (1 —1¢) |
En déduire que ——=dt = — —-
0 t n=1"N
xn
Dans la suite, on pose, pour x réel, v, (r) = —
pose, p (@) =-"7
Q 4 Deuxieme méthode: En appliquant le théoréme d’intégration terme a terme sur in intervalle quelconque,
'In (1 —1t) |
montrer que ——=dt = — —-
0 13 n=1T

CONCLUSION: On peut intégrer terme a terme sans justification une série entiére de rayon R sur un
segment inclus dans |—R, R[. Si on veut le faire sur [0, R[, il faut justifier. On vient de voir deux moyens de le
faire et on verra une troisi¢tme méthode s’appuyant sur le CSSA).

Si le théoréme d’intégation terme & terme sur un intervalle quelconque s’applique, c’est souvent la méthode la
plus simple.

1
Etude de [, V1 — 2"dx.
Pour n € N*, on définit la fonctions f,, sur l'intervalle [0, 1[ par I'égalité f, () = In (1 — z")
et la fonction g, sur 'intervalle [0, 1] par I’ égalité g, (x) = /1 — a™.
On pose J,, = fol fo(z)dx et I, = fol gn (z) dz.



Etude de J,
Q 5 Montrer que fi est intégrable sur [0, 1] et calculer fol fi(z)dx.

Q 6 Montrer que pour tout x € [0,1[, f, (z) < fns1 (x) <O0.
En déduire que pour tout n € N*, lintégrale J, existe.

Q 7 Montrer que la suite (J,) converge. Déterminer sa limite.

n—1
n U

1 [fIn(1 -
Q 8 Montrer que J, = —/ Malu.
0

En déduire qu’il existe un réel K tel que, lorsque n tend vers +o00, on a l’équivalence J, ~ —.
n

Etude de I,

Q 9 Montrer que la suite de fonctions (g,) converge simplement vers une fonction g sur le segment [0, 1].
Q 10 La suite fonctions (g,) converge-t-elle uniformémement sur [0,1]?

Q 11 Montrer que la suite (I,,) converge et déterminer sa limite.
2

u
Q 12 Justifier, pour tout réel négatif u, la double inégalité: 1 +u < e* <1+ u+ 5

Q 13 Justifier que la fonction x — In” () est intégrable sur 0, 1].

K 1
Q 14 Montrer que %Jn <I,—1< %Jn + # fol In? (1 — ™) dx et en déduire que I, = 1 + — + On—too (—2>
n n



CORRECTION

Probléme:

1
In(1—1¢
Calcul de / ydt par deux méthodes
0

In (1 1]
1%&:]}; n(u)du.

1-—
11H(1—t)

R 1 Le changement de variable affine u (t) =1 —t donne [

n (u)

In (u) 1]
or T In(u) <0 et f02 In (u) du converge donc fo T udu converge donc f
).

dt converge.

(autre méthode: comparaison a

m

In(1—
R 2 On ala fonction t — al définie et continue sur |0, 1.
In(1—1¢ In(1—1¢
On a ¥ o —1 donc t — ¥ admet un prolongement par continuité en 0 donc est intégrable sur
1
0. =
o3
1In(1—1) In(1—1) In(1—1)

De plus [, 76& converge et < 0 ( de signe constant) donc est intégrable sur
2

[1,1[donc sur]0,1].

R 3 Intégration terme a terme de série entiéres sur [0, x] et passage & la limite

+oo N
a Pourt € |[-1,1] on aln(1—t) = — >  — (qui est de rayon de convergence R = 1) donc si t # 0 alors
n=1M1
In(l1—1) +Z°°t"1 P
t - n=0T + 1 '
n 400 n
La série entiére » 1@ donc pour rayon de convergence 1 et donc h :t— — > est un prolonge-
n=0 T

In(1—1t)

ment de t — de classe C* sur|—1,1].

n

Soit x € [0,1[. On peut intégrer terme a terme la série entiére » sur [0, z] car |x| < 1.

1 n+1
Onadonc/wdtzzhfo— :_Z — $_2
0 t n=0 n+1 n= o(n+1) n=1"1
tnfl
c Posons v, (t) = — . la série de fonctions > u, converge normalement donc uniformément sur [0,z] (car
n—1
lunll o < < ax" 1 etlaséried 2" converge) et les fonctions v, sont continues donc on peut intervertir
961 1 n 1 +00 N
série et intégrale: / M Z Iy — =— x_2
0 t n=1"M
R4 0 €[0,1[, v (z) = ———
n pose, pour x vy (x) = — .
p 7 p ) ) n + 1
L , , iy In(1—2)
(Hy) On a déja vu que la série de fonctions v, converge simplement sur [0,1] et Y v, (x) = h(z) (——=
n=0 x
six#0).
(Hy) Les fonctions v, et h sont continues par morceauz sur [0, 1].
1 n+1 1 1
(Hs) Pour tout n, v, est intégrable sur [0,1] et / oy, (z)| do = {x—Q] = — — > 0 donc la
o 3 (n+1) (n+1)° n—too



1
série numérique Yy / |, (z)| dz converge par comparaison avec wune série de Riemann.

On en déduit que
(C4) la fonction h est intégrable sur [0, 1[ (déja connu)
1

(Cy) la série numérique / vy, () dx converge (immédiat car v, = — |vy|
0
1+ +o00 1 +oo -1
(C3) on peut intervertir: > v (x)de = Z vy (2)de = Y, ——.
0 n=0 0 n=0 (n +1)
“In(1 Foo 1
On a donc bien lim Md =—> —

z—1 [, t n= 1’)’L2

Etude de J,

R 5 La fonction f; est continue sur |0, 1[ et sous réserve d’intégrabilité
NI fo In(l—2x)de = — fo In (u) du (on a posé u( ) =1—1x qui est affine donc C' et bijection de

[0,1] dans |0,1]). La fonction In est mtegmble sur]O 1] donc fo |f1(z)|dx est convergente donc f1 est intégrable.
De plus, par IPP, sous réserve de limite finie, fo fi(z)dz = fo In (u)du = [uln (u fo udu =
Remarque On peut faire une IPP dans fo |f1 ()| dz sans changement de variable préalable.

R 6 Pourtoutx € [0,1[, 0 <z" <a" dou1—2"<1—2""' <1 douln(l—2") <In(l—2z"") <0 et donc

fo (#) < faga (z) <0.

R 7 Appliquons le théoréme de convergence dominée:

- Fizons x € [0, 1]. hrf " =0 donc lir}rq fn(z) = 0. La suite de fonctions (f,) converge simplement vers la

fonction nulle f (qui est CPM) sur [0, 1].
- Chagque f, et f sont continues donc CPM sur [0, 1].
-Onalfn(z)| <|fi(x)] et fi est CPM et intégrable sur [0, 1].

Conclusion: la suite (fol fn () d:L‘) converge et liIJP fol fn(z)dx = fol Odx = 0.

R 8 Posons u(x) = z". La fonction u est continue et strictement croissante sur ]0,1[, elle est de classe C' et
W (x) =nx" ' #£0. Il s’agit donc d’une bijection de classe C* de )0, 1[sur ]0, 1[.

In(1— 1

Ona sy =3 BT ety = L U g,

nx™- un

. P ., L . .. 1 In (1 — u)
Appliquons le théoréme de convergence dominée sur |0, 1] pour déterminer la limite de 0o — g du.
u n

In(1—

Posons h, (u) = n(l—u — u)
u n
In(1—
(Hy) : Fizons u € )0, 1]. liril ”T_l =1 donc lir+n hy (z) = M
n—-+4o0o n—-4o00 u

La suite de fonctions (h,) converge simplement vers la fonction h sur |0, 1][.
(Hy) : Chaque h,, et h sont continue (donc CPM) sur]0,1].

In(1—
(Hs) : siu€]0,1], |h, (u)] = n(n—;lu) < |In(1—w)| =|fi (u)| caru™s <1 et f; est intégrable sur]0,1].
u n
2 1 1 K
donc nEIJIrlOO fo u) du = fo w) du = 5 = K. Or J, = - fo hy () du done J,, ~p—ioo —

Remarque 1] est fréquent que l’application du th de convergence dominée aprés changement de variable permette
d’obtenir un résultat plus intéressant.



Etude de I,

R 9 Convergence simple

1 n
Fizons x € [0,1]. g, () = /1 — 2" = en 207",
Siz<1,gn(x)=Y1—a"=ea==") 1 donc ngrfoogn( r)=1
Six =1, hrf gn (1) =0.

La suite de fonctions (g,) converge simplement sur [0, 1] vers la fonction g définie par g (1) =0 et g(z) =1 si

x # 1.

R 10 Chaque fonction g, est continue sur [0,1]. Si la suite de fonctions (g,) convergeait uniformément vers la
fonction g sur [0,1], alors la fonction g serait continue. Or g n'est pas continue en 1 donc la convergence n’est
pas uniforme.

R 11 Appliquons le théoréme de convergence dominée:

Chaque gy, est continue (donc CPM) sur [0,1]. La suite de fonctions (g,) converge simplement vers la fonction g
continue par morceauz sur [0, 1].

Par ailleurs, \ gn( ) <1etla fonction constante égale a 1 est intégrable sur [0, 1]

donc hm fo gn (7) dx = fo r)dr = fo ldr = 1.

R 12 Soit u < 0. La fonction exponentielle est de classe C* donc e* = 1+ u+ fou (u—t)etdt (formule de Taylor
avec reste intégral a 'ordre 1)

Or [ (u—1t)eldt = fuo (t —u)eldt et 0 < fuo (t —u)eldt < f w)dt = [(t—u)2] _ U_2

2
On en déduit que1+u§e“§1+u+%.

(On peut aussi remarquer que l’'inégalité de gauche est au programme et que l'autre s’obtient en étudiant la fonction
obtenue par différence).

1
R 13 la fonction In® (x) est continue sur ]0,1]. De plus, lin}) vzIn® (z) = 0 donc In*(z) = 0,0 <7) et
T— T

1
r — —— est intégrable sur]0,1] donc v — In® (z) est intégrable sur |0, 1].

NG

R 14 Onafolgn(x)d:r—lzfol(gn( —1) d:c_fo ( » n(1—a" 1)d:c.

Soit x € [0,1] d’ aprés la question précédente,

LIn(1- )<e 2 In(l—a®) _ 1§%ln(l—x”)—i-%(%ln(l—x”))z.

Par ailleurs In* (1 — 2™) < In® (1 — ) et la fonction In® (1 — ) est intégrable sur [0, 1] car la fonction In* () est
intégrable sur]0,1] (changement de variable u =1 — x).

On adonc 27, <I,-1<L1J,+ 3% [[In?(1—a")dz.

Du fait que 0 < In* (1 — x”) < In" (1 —x) qui est intégrable sur [0,1] on peut donc appliquer le théoréme de
convergence dominée et montrer que ngrfw fol In? (1 — 2™)dx = 0.

K
Orl1+ L), <, <1+2J,+ 3% [MIn?(1—a")do et 1, ~pioo —

n2

K K K
donc 1+ o) + On—i0o (%) <I, <1+ 3 + On—i0o (n—g) donc I, =1 — 32 + 0pioo (i)



