
Semaines 17
Contenu:

� Espaces vectoriels normés: Espaces vectoriels normés de dimension �nie: normes, normes 1, 2 et 1 dans Kp et C ([a; b] ;R),
normes équivalentes, parties bornées, parties convexes. Les normes d�un ev de dim �nie sont équivalentes (admis). Conver-
gence des suites d�un espace vectoriel normé, parties fermées (uniquement la dé�nition séquentielle). Paries denses.

� Séries de fonctions: révision du programme précédent, théorème de la double limite (suites et séries de fonctions) générali-
sation du th de dérivabilité aux fonctions de classe Ck (suites et séries de fonctions), Convergence uniforme en passant par
le critère des séries alternées.

� Révisions: fonctions convexes

Avertissement pour les colleurs:

� Pour l�instant: dé�nition des fermés uniquement par les suites. Ouverts et boules ouvertes pas encore dé�nis. L�étude des
fermés par la propriété fxj f (x) = 0g pas encore vue.

Questions de cours:

1. Montrer que 8x 2
�
0; �2

�
,
2

�
x � sin (x) � x.

2. Pour P 2 R [X] = E, P =
nP
i=0

aiX
i, on pose kPk0 = max

i2[[1;n]]
jaij, kPk1 =

nP
i=0

jaij. On admet que ces deux égalités dé�nissent

des normes de E.
Déterminer une suite (Pn)n2N véri�ant 8n 2 N, kPnk0 = 1 et lim

n!+1
kPnk1 = +1. En déduire que les normes kk0 et kk1 ne

sont pas équivalentes.

3. Donner la dé�nition d�une partie fermée et d�un point adhérent à une partie.

4. Soit E un espace vectoriel normé et B = fx 2 E; kxk � 1:g. Montrer que B est une partie fermée et convexe de E.

5. On (R) est une partie bornée non convexe deMn (R).

6. O2 (R) est une partie fermée deM2 (R). GLn (R) n�est pas une partie fermée deMn (R).

7. (�) Si f est continue sur [0; 1], montrer que l�égalité supx2[0;1] jf (x)j = supx2]0;1] jf (x)j.
En déduire que si

P
jun (0)j diverge alors la série de fonctions

P
un ne converge pas normalement sur ]0; 1].

8. On pose, pour n 2 N�, un (x) =
(�1)n e�nx

n
et f (x) =

+1P
n=1

un (x). Montrer que f est continue sur [0;+1[.

9. On pose, pour x � 0, S (x) =
+1P
n=1

e�nx

nn
Montrer que S est dé�nie et de classe C1 sur [0;+1[.

10. Montrer que x 7!
+1P
n=1

x

1 + n2x
admet une limite réelle en +1.

11. Prolongement en x = 1 du développement en série entière de ln (1 + x) en utilisant la convergence uniforme sans convergence
normale.
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