DM 17 pour le 9 mars 2026

Exercice 1: Intégrales de Fresnel

+m 242 +m . 2
[:/ edt et f(x) :/ T

o0 o0

+oo
/ e dt = ﬁ
0 2

On note :

On admet :

1. Montrer que 'intégrale [;" cos (¢2) dt est convergente (on commencera par poser u = ¢2)
2. Justifier I'existence de I.
3. Montrer que f est bien définie sur RT. Montrer que f est de classe C! sur ]0, +oo].

4. On suppose = > 0.

a Montrer que f (z +°° e~ et /Ty,

\/_
b Déterminer la limite en +oc0 de x — | 0+°° e~ Wi /T

¢ En déduire un équivalent de f(z) au voisinage de +o0.
5. Montrer que Vo > 0, 2 X (—x +1i) x f'(z) = f(z).

6. On introduit la fonction g(z) = f:oo e’ dt. Montrer que g est une fonction définie et de classe C! sur R*.
Justifier que g est bornée.

7. Soit x > 0.

a Montrer que f (z) — —4f g(u/y/z)du

b En déduire que f est continue en x = 0.

8. Déduire de ce qui précéde une expression de f(x) a I'aide de I.

9. Déterminer la valeur de I (intégrale de Fresnel).

Exercice 2: calcul de l’intégrale de (GGauss

On pose, pour n € N*

+o0o 9 +00 1
I = / e "dt (intégrale de Gauss) , I, = / —wdt
0 o (1+5%)

vl

W, = / cos”(x)dx (intégrale de Wallis)
0



Etude de la convergence de la suite (1[,,)

9. 2 s 2 (s +oo _t2
Q 1 Montrer que l'intégrale généralisée fo e~ dt est convergente.
Q 2 Montrer que pour tout n € N*, lintégrale généralisée I,, est convergente.

Q 3 Justifier que pour tout a > 0 et pour tout n € N*, (1+a)" > 1+ na.
En déduire que ¥n € N*,Vt € R, (1 n %) > 142,

Q 4 Montrer que la suite (1,,) converge et préciser sa limite (on détaillera les hypothéses du théoréme utilisé).

Etude des intégrales de Wallis IV,

Q 5 Montrer que la suite (W,,) converge et préciser sa limite.

Q 6 Calculer Wy et Wy. Montrer que la suite (W,,) est décroissante.

Q 7 Montrer que Yn € N, W, 1o = ”“W En déduire que W, ~p 0o Wiiq.

Q 8 Montrer que (n + 1) W,,W,, .1 ne dépend pas de n et déterminer sa valeur.

Q 9 En déduire que la suite (nW?2) admet une limite et que W, est équivalent a \/g au voisinage de l’infini.

Q 10 Donner une expression de Wy, et Wy, 11 uniquement a l'aide de factorielles et de puissances.

Lien entre IV,, et [,et valeur de l’'intégrale de Gauss

Q 11 Montrer que, pour n > 1, on a I, = v/nWa, o (on pourra poser t = y/ntan (x)).
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Q 12 En déduire que I = =R

Q 13 En déduire la convergence et la valeur des intégrales généralisées J = f oo € —dt et K = f oo 20—t 1.

Exercice 3: Fonction dominante définie par morceaux
On pose, pour n € N*, [, = 0+°° e tdz.

Q 14 Ftudier la convergence de la suite (I,).

Probléme 2:

Soit n € N*.
T
Pour X = : € M, 1 (R), on pose || X||,, = max |z;| (on admet que cette égalité définit une norme de
- et
M1 (R))

Pour tout M = (mi;); yeunyg2 € Mana (R), on pose [ M]][ = H[ﬁix (Z m J|>
=
Soit A € M,, (R).



Propriété de la norme ||| |||

M, (R) =R

définit une norme de M,, (R).
M s (a2 ®)

Q 15 Montrer que ’application {

Q 16 Montrer: ¥ (M,N) € M,, (R)?, |[|M x M'||| < |||M]|| x [||M]]].
Q 17 Montrer que pour tout X € M, 1 (R), on a [[AX| o < |[|Al[] x [| X -
Q 18 Montrer qu’il existe X € M, 1 (R) de norme 1 vérifiant ||AX||_ = ||Al||-
En déduire que |||A||| = sup |AX]| .-

XeMup,1(R),[[ X[ o<1

Q 19 Retrouver le résultat de la question 16 a ['aide des deux questions précédentes.

Q 20 Montrer que sp (A) C [=[|[A[l], [[|Alll].

Convergence d’un suite de M,,; (R)

On suppose dans cette partie que |||A]|] < 1.
On consideére B € M,,; (R)

Q 21 Montrer qu’il existe une unique X € M, ; (R) vérifiant X = AX + B.

On note L 'unique solution de 1’équation précédente.
On définit une suite (Xy,),, oy par

[ X() c Mn,l (R)
e VneN, X, =AX, + B.
Q 22 Montrer que'¥n € N || Xos1 — Ll < [[1A]l] x [ Xn — L]l

Q 23 En déduire que la suite (X,,) converge vers L.

Application a la résolution approchée de systéme linéaire

T S
EERE N O \
ERR T O :
On pose My = 110 101 1 113 115 113 et B= i on se propose de donner une valeur approchée
L . :
113 110 110 112 1 112
10 13 12 10 10

des solutions du systéme linéaire (S) d’écriture matricielle My X = B.

Q 24 Soit M € M,, (R) vérifiant: Vi € [[1,n]] |mi;| > > |maijl-
1<j<n.j#i
Montrer que M est inversible.

Q 25 FEn déduire que le systéme linéaire (S) admet une unique solution.
3



[ Aof[| <1

Q 26 Donner une matrice Ay vérifiant { MoX = B X = AgX + B

Q 27 En utilisant la deuxiéme partie, écrire un programme python renvoyant le k™ terme d’une suite (X,,) qui
converge vers A (on pourra utiliser l'instruction dot de numpy)

Q 28 FEn utilisant 'instruction linalg.solve du module linalg de numpy, comparer les résultats donnés par la
question précédente o la solution donnée par python/

Remarque La complezité de la méthode de Gauss est en O (n®) pour la résolution d’un systéme linéaire de taille
n.

Chaque étape de la méthode présentée est de complexité O (n?). Comme la convergence est trés rapide, cette
méthode a une meilleure complexité que la méthode de Gauss.

Norme subordonnée (facultatif)

Soit (E, ||||) un espace vectoriel de dimension finie.

Q 29 Soit f € L(E). Justifier lexistence de  sup || f (z)]|.

zeE,||z||<1

Pour tout f € L (E), On pose [[|f]|| = sup [[f (z)].

z€B |lz)<1
Q 30 Montrer que f s |||f||| définit une norme de L (E).
Q 31 Montrer que pour tout f € L (E), pour tout x € E, || f (x)|[| < [IIfIl| X [|z]]-
Q 32 Montrer que pour tout (f.g) € L(E)*, |Ilf o glll < [II/1II < [[lglll-

Q 33 On suppose dans cette question que E muni d’un produit scalaire noté (|) et ||| est la norme euclidienne
associé & ce produit scalaire.

Soit f un endomorphisme autoadjoint de E. Montrer que |||f||| = /\ma()](c) ||
€sp



CORRECTION

Exercice 1: Intégrales de Fresnel

1. Sous réserve de convergence, on effectue d’abord le changement de variable u : t — 2 de classe C' et
strictement croissant puis une intégration par parties. On obtient:

+oo +oo : +oo +oo
cos (t? dt:/ Mdu: [M] +/ wdu valable car
[es@ya= [ 52 [T

sin (u) sin (u)

donc l’mtegrale fl cos t2dt converge.

sin (u) 1 0
ﬁ

<
2\/6 Zﬂ u—+00

too Sin (u)

L dun/u

1
Or < — donc u

est une fonction intégrable sur [1, +oo[ donc du converge

2. La fonction ¢ — cos (*) est paire donc l'intégrale [~ __ ' cos (t2) dt converge.
Or t > cos (t?) est continue sur [—1,1] donc lintégrale [ cos (1?) dt converge.

On montre de méme que I'intégrale ffoo sin (t?) dt converge donc l'intégrale I = fj;oo ¢ dt converge.

3. On a f(0) = I qui est bien définie.
Soit # > 0. Notons h(x,t) = el=#t)* = g=ot* ¢it*,
La fonction définie par ¢t — e~ = |h(x,t)| est intégrable sur [0, +o0[ donc
lintégrale f0+°° h (x,t) dt est absolument convergente et par parité ffoo h(x,t)dt.
Ce qui montre que f est bien définie sur [0, +o0l.

0o oh o
On remarque que f(z) =2 [," e+ dt. On a a—(:c t) = —t*h(x,t). La domination :

h
Va > 0,Vx € [a, +oo[,Vt > 0, )g—x(x, t)’ < 2t

permet (rédiger les détails) d’appliquer le théoréme de dérivation sous le signe somme.
On en déduit que f est de classe C! sur tout intervalle du type [a, +oo[ ot @ > 0, donc que f est de classe
C" sur )0, +oo[. Avec:

+oo +oo
Vo >0, f'(z) = —2/ t2h(x,t).dt = —/ 2e=#+0 gt
0 —

o0

4. Soit = > 0.

a La fonction t — /zt est affine donc de classe C! et induit une bijection strictement croissante de [0, +oo|
sur [0, +o0l. Effectuons le changement de variable u = /xt dans l'intégrale définissant f(x). On en

deéduit que f(x \/_ IN

Appliquons le théoréme de convergence dominée a parameétre continue avec h (x,u) = e~u g’/
(Hy) : t — h(z,u) est continue donc CPM sur [0, 00|
(Hy): On a lirJlrﬂ h(z,u) =e .

(Hs) = |h(z,u)| = e < e =@ (u) et o intégrable sur [0, +00|
On en déduit

+oo —u zu2/m du.

+00 o0 +o00
0

T——+00 0 n—-+00 0

¢ On déduit f(x) ~poioo ~—=-
NG 5



5. Soit x > 0. On a :
—2(—z +10)f'(z) = /t- [2(—m+z‘)te(—w+i>t2} dt = /t. [e(—”i)tz] dt
R R

Une intégration par parties donne
. o0
2+ i) (@) = [tel0e] / (=0 gt = _f ()
oo R

= (0. On a donc

car thm ‘te( a+i)t?

‘tefmtz

tﬁioo
Vo >0,2(—z+14)f'(z) = f(x).
6. Le "reste" d’une intégrale impropre convergente.existe donc g (z) est défini et de plus liril g(x) =0.

Par ailleurs : Vo > 0,¢g(z) = 0+°° et dt — Iy ¢ dt. et la fonction ¢ — e est continue donc z — Iy e dt

en est une primitive donc g est de classe C*' sur [0, +oc[ et ¢’ (z) = —eie®,
On a lilf g (z) = 0 donc il existe A > 0 tel que x > A = |g(z)| < 1. La fonction g est continue sur [0, A]

donc bornée sur le segment [0, A]. Elle est donc bornée sur [0, +00].

7. Soit x > 0.

a Puisque f(0)=1= 2f+oo e dt:

F(z) — f(0) = 2. /O " e (e —1).dt = —2. /0 Ty (1) (ﬂﬂ - 1) dt;

Une IPP, puis le changement de variable t\/z = u donne:
o0 ) +o0 9
Vn, f(x) — f(0) = —4x/ te " g(t)dt = —4/ ue ™ g(u/v/r)du
0 0

b On applique alors le théoréme de convergence dominée & parmeétre continue avec h(z,u) = ue™ g(u/\/x):

- CPM OK
—Onahmh(a: u) =0 car hrf g(z)=0

1
- Domination |h(z, u)| < Mue ™ avec M = supg: |g| et u — ue ™" est intégrable (car o <—))

u——+00 U2
On obtient ainsi que liH(l) f(z) — f(0) = 0.

1

8. L’équation différentielle obtenue & la question 4 est de la forme y' (z) + ﬁy () = 0 sur ]0,+o0.

r—1
0 (z) ! T4 e primitive A(x) — ~1In (2% + 1) +  arctan (z) donc Va > 0

n pose a(x) = = e primitive A(z) = —In(z —arctan () donc V&
P 2w—i)  2@+1) P 4 2 !
i
- — — arctan(x

f(x) = Ae @) = X (22 + 1)Tl e 2 @ . La fonction f est continue en 0 donc lim f (z) = A= f(0) =1

r—0

—— arctan(z)

donc : Vx € [0, 400, f(z)=1.(z*+ 1)7Tl e
9. On a vu a la question 4 que: f(x) ~ T au voisinage de +o00. Le résultat de la question précédente montre
x

qu’au voisinage de +oo: f(x) ~

On en déduit que:



Remarque: on en déduit que

Exercice 2

Premiére partie: calcul de 'intégrale de Gauss

R 1 La fonction t — e est définie et continue sur [0,+o0o[. De plus th+m t2e ¥ =0 (C.0) donc e =

Ot—+00 (t%) ort — t% est intégrable sur [1,+oo[ donc t — e~

lintégrale généralisée f0+°° et dt est absolument convergente.

¥ est intégrable sur [1,+oo] donc sur [0,+ocl.

R 2 Icin est fivé. La fonction f, : t — ﬁ est définie et continue sur [0, +oo[ et f, (1) ~i—too <t2—1>n =4

n

avec K =n" Orn > 1 donctw— t% est intégrable sur [1,+oo[ donc lintégrale généralisée I,, est convergente.

R 3 D’apreés la formule du binome (1+a)" = Y (7)a* ora >0 donc (1+a)" > 3 (7)a" =1+ na. On a donc
0

n 1
k=0 k=

(1+2) 2142

R 4 Appliquons le théoréme de convergence dominée sur |0, +ool:
“n 2
- Soit t > 0 fizé. f,(t) = (1 + %) = einln(H%). Or —nln (1 + %) = —n X <§ + Onstoo <ﬁ>> = —t* +

On—too (1) —n_ioo —t% donc, par composition des limites, liril fu(t) = et = f (t). La suite de fonctions (f,)
converge simplement vers vers f sur ]0,4ool.
- Les fonctions f, et f sont continues par morceauz sur |0, +00|.

- Domination: <1 + %)n > 1+t >0 donc |f, (t)] = fn(t) < 7

1
7"‘—
1+1¢2

=¢(t). O

Nl too 2 donc ¢ est

intégrable sur [0, +oo| donc sur )0, +oo].
On en déduit que la suite (I,,) converge vers I.

R 5 Posons g, (t) = cos™ (t) pourt € ]0,1]. On a liI_El gn (t) = 0 = g(t), les fonctions g, et g sont continues

par morceaux sur |0,1] et |g, (t)] < 1 = p(t) et v est continue par morceauz et intégrable sur |0,1] donc (th de
CV dominée) la (W,,) converge.vers fol 0dt = 0.

Remarque: on peut appliquer le théoréme au choix sur [0,1] ou sur]0,1]. Si on choisit de le faire sur [0,1], la
fonction limite est seulement continue par morceaut.

R 6 On obtient Wy = 5 et W1 = 1. De plus 5i 0 < x < 1, alors 0 < cos (z) < 1 donc 0 < cos" ™ (z) < cos™(x)
et donc 0 < W,,y1 < W,,. La suite (W,,) est décroissante.

R 7 Par IPP dans W, 1o = fog cos" 2 (z)dx avec u (x) = cos"(z) et v/ (x) = cos(x), on obtient que

W2 = [—sin (x) cos"™(2)]¢ + (n+ 1) fog cos™ () sin? (x) dz d’ou

Wiis = (n+1) [}7 cos"(x) sin? (¢) de = (n+ 1) [} cos™(x) (1 — cos? (x)) dz done Wiys = (n + 1) (Wy, — Wisa).
On en déduit que Wyio = “FLW,. Or Wype < Wy < W, done “HW, < W, < W, et Z_E —nioco 1 donc

n+2" " n+2
Wi, ~n—+o0 Wn+1' 7



R 8 D’aprés ce qui précede, (n+2) W, 1Wyi2 = (n+ 2) Wn+1ZEW (n+ 1) W,,W,41 donc

(n+ 1) W,W,41 ne dépend pas den et (n+ 1) W, W, 1 = WW; =

2 ~pieo nW2 donc la suite

R 9 Daprés b, W,, ~p_ioo Wni1 donc g =+ 1) W, Whi1 ~potoo (n+1)W?2

T 7
(nW?2) converge vers B done W2 ~, 4o o et Wi ~noioo v/ o=
n

R 10 On sait que pour tout n, W, o = z—JSWn donc Wy = %WO, Wy = %WQ, oy Wo, = 22;1W2n,2 donc Wsy,, =
2n—1)x---x3x1
Wo d
(2n) x ---x4x2 " one

2n—1)x--+x3x1)x((2n) X --- x4 x 2 2n)! 2n)!
w, _ (@n=1) ) ((2n) > My W = OOy 0w
((2n) x -+ x4 x2) (2" xnx---x2x1) 227 x (nl!)” 2
22n 1?2
montre de méme que Wo, 11 = (an—+(7;))'

R 11 Commengons par rappeler que si z € |0, Z [ = 1+tan? (z). On a donc Wa, 5 = fog cos?" 2 (z)dx =

T 1 z 1
fO (1+tan2 (l’))n_l - fO (1—i—tan2 (x))”

Vntan (z). La fonction t est une Tjection strictement monotone de classe C* de 0,Z[ sur ]0,+oo[ et t/ (z) =
o 1 1

V1 (1 + tan? (z)) donc W, o = / =——=dt et donc I, = /nWa, ».

0 (

t\2\ Vn
1 o
" (\/ﬁ)
R 12 I, = /nWa, 5. Or W, ~, 1o 4 /5 donc Wap g~ oo 4 /m ~ntoo A 2n Q0T Iy~ oo \/§ donc

. VT
lim (In)—]—T.

n—-+o00

" cos? ()

(1+ tan? (z))dz. Soit la fonction définie sur ]0,%| par t(z) =

R 13 Avec le changement de variable u (t) = \/t, on trouve que J = f+°° —dt =2 f ——=dt = 21 (fait en

\/_

cours).
0o + 1 = =1t =
Sous réserve de convergence, K = [ t?e~"dt = [ ’tQ] 3 e tdt (IPP { Zg?w :Qtee_t2 5,((2 :tl )
o0 : I
On a tligl te=* =0 (CC) et f0+ e~ dt converge donc Uintégrale K est convergente et K = 3

Exercice 3: Fonction dominante définie par morceaux

R 14 Deux possibilités: étudier ’existence, pour n fixé de I, et appliquer ensuite le théoréme de convergence
dominée ou appliquer directement le théoréme de convergence dominée dont la conclusion 1 donne l’existence des

I,.
0,400 — R

Posons f, : { [t . tlJ[rrlle_t

(Hy) : CV simple: Soitt > 0.

Ona lim % =t donc lim f, (t) = te™

n—-+o00 n—-+o0o

La suite de fonctions (f,,) converge donc simplement vers f : t — te™" sur [0, +o0].
(H,) : continuité de f, et f (découle des théoréme sur les opérations sur fonctions continues.
(Hs) : Domination

1 1
Onan>1donc0<—<1doncl<1l+—<2.
n n 8



On en déduit que sit € [0,1], 0 < 5 <tetsit>1 alors0<titn <2

—t .
Posons ¢ (t) = { t; sit €10, 1]

etsit>1
t 1
La fonctions ¢ est continue par morceauz sur [0, +oo[ et sit > 1, @T() =tle™ —; 100 0 donc o (t) = 0100 <t_2)
o
donc ¢ est intégrable sur [1,4o00[ donc sur [0,400].
On en déduit que
(C1) : pour tout n, f, est mtegmble et f sont mtegmbles
(C2): hrf 0+o° fo(t)dt = [T f(t)dt soit hm I, = +°o te~tdt =1 (calcul par IPP en dérivant t)

Probléme:

Propriété de la norme ||| |||

R 15 (1) : Soiti E [[1,n]] En utilisant ’inégalité triangulaires Pour tout i,
Z | @i + biyl < Z @i ;| + Z [b:51 < 1A+ [ BI]]-

Cela étant vrai pour tout i, |||A+ Bl|| = nax, (Z|m”|> <|||A[|| + || B]]|

(2) : De méme Y |Aa; ;| <|A| D] |ai | est vraie pour tout i donc |||AA||| = |A]|||A]]]
j=1 j=1
(3) : ||A]]| = 0 est immédiat.

Si [|A]|] = 0 alors pour tout i, 0 < 3" |a; ;| <0 donc > |a; ;| =0 donc (somme de termes positifs) Vi, |a; ;| =0
j=1 j=1
La matrice A est donc nulle.

R 16 Posons P =M x M'. Soiti € [[1 n]]

n
On a lepi,j\ = Zl kzmmmk] < Z Z [mismi ;| = Z Z [mimi ;| = Imzk\ Z |
J= J —
n
donc lepi,jl < kzllmi,k\ M= (1M} kE k| < [[|M]]] IHM’!H-
J= = -

Cette inégalité est vraie pour tout i donc vraie pour le max donc |||M x M'|| < [||M]|| x |||M']]].

hn
R 17 Posons AX = | Onaly| =
7j=1

Yn
Cette inégalité est vraie pour tout i donc vraie pour rr[ﬁixﬂ lyi| done ||AX|| - < |||A]l] x [| X
i€||l,n

n n
< leam-l |z < leai,jl [ X [0 < [IJAI] % | X ] o
Jj= j=

R 18 ¢ Ona|||A||| = max Z\a”] donc il existe iy tel que[HA[H—Z\aZOJ\

i€[[1,n]] j=1
€1 ) hn
s
Prenons X = : avec € = { L st Gio.j = 0 donc || X, =1 et posons AX = :
—1 sinon
En Yn
On a y;, = Z Uig,jTj = Z | iy 5| done [|AX]| o = [yio| = [[|A]]]-
Par az’lleurs HAXH < H]AH] x || X = Il|A]l| d’aprés la question précédente. On a donc ||AX|| = ||Al]l.

® Sif|Xlloe < 1, alors [AX [ < [[[Alll x [|Xloe = [[|A]} done



Uensemble des ||AX]||, avec || X||, <1 est borné et sup |AX] . < Al
XeMun,1(R),[[ X[ <1

d’aprés la question précédente, il existe X de norme 1 pour lequel ||AX || = [|A]l|
done sup IAX e < (1Al

XeMn,1(R),[[X]| o<1
On a donc sup lAX |, = [I|All| (et le sup est un maz).

XEMn,l(R)anHooSl

R 19 Si | X| . <1, alors
[(M x M) X = [[M < (M X) [ o < I[M]] > [[M"X | < M [TM] < Xl = HTMT] M-

Cette inégalité étant vraie pour tout X de norme 1, on a sup |(M x M") X, <|[|M]]| < [[|M']]]
XeMun,1(R),[[ X[ <1

donc d’aprés la question précédente, ||| M x M'|| < |||M]|| x ||| M']|].

R 20 Soit A € sp(A) et X un vecteur propre de A. On a AX = \X
[AX [ - = 1A < [ Xl

dO”C{ IAX - < AN X vu précédemment 20m¢ P X oo < AN X et

comme X # 0, || X||, > 0 donc || < |||A]|| donec X € [—|||A]|], [||A]l]] d’ou le résultat.

Convergence d’un suite de M,,; (R)

R21 OnaX=AX+B& ([,-A)X=Bo (A-1)X =—-B.

Or |||A||| < 1 et toute valeur propre A de A vérifie (question précédente) \ < ||| Al||
donc 1 n’est pas valeur propre de A donc A — I,, est inversible donc

il existe une unique X € M, 1 (R) vérifiant (A —1,) X = —B soit X = AX + B.

L=AL+ B. L _
R 22 On a { X, = AX, + B donc, en soustrayant les deux égalités, X413 — L = A(X,11— L) donc

[ Xnt1 = Llloo < AN > [[Xn1 = L] -

R 23 Montrons par récurrence sur n que || X, — L||__ < |||A|||" || Xo — L|| .-

Le cas n = 0 est immédiat.

Soit n € N. Supposons que || X,, — L|| . < |||A]||" | Xo — L|| . -

On a donc | Xpes — Lile < ANl X 11X — Lllog < AT AN 1o — Ll < AP+ X — Ll ce qui
achéve la récurrence.

On a |||A]]] <1 donc nl_1){1F1w|HA|H” =0 donc nl—l}:li—loo | X, — L, donc (X,,) converge vers L.

Application a la résolution approchée de systéme linéaire

R 24 Montrons que ker (M) = {0}. Soit X € ker (M). Supposons X # 0 eti € [[1,n]] tel que |z;| = || X|| -

La i ligne de l’égalité MX =0 donne > m; jx; =0 soit m;x; = — >,  m;z;
=1 1<j<n,j#i
donc |mimi| = |— >0 mygxyl =1 3} mugxy|.< 3o |mggrg <0030 [mygl |
1<j<n,j#i 1<j<n,j#i 1<j<n,ji 1<j<n,j#i
done |myx;| < x| Yo |maj| <|zi||mis| ce qui absurde
1<) <n,j#i

donc tout X € ker (M) est nul donc M est inversible.

R 25 La matrice My vérifie la condition > |m, | < |my;| pour tout i donc est inversible
1<j<n,j#i
donc (S) admet une unique solution.
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R 26 On&MoX:B@X—f—(MO—IG)X:B@X:AoX—f—B (ZUGCAOZIG—M().

1
En sommant les valeurs absolues des coefficients de chaque ligne de Ay, on vérifie que ||| Ag||| < 3 < 1.

R 27 Pas encore corrigé En utilisant la deuxiéme partie, écrire un programme python renvoyant le k™ terme
d’une suite (X,,) qui converge vers A (on pourra utiliser instruction dot de numpy)

R 28 Pas encore corrigé En utilisant l’instruction linalg.solve du module linalg de numpy, comparer les ré-
sultats donnés par la question précédente & la solution donnée par python/

Remarque La complezité de la méthode de Gauss est en O (n®) pour la résolution d’un systéme linéaire de taille
n.

Norme subordonnée

Soit (£, ||||) un espace vectoriel de dimension finie.
Pour tout f € £L(E), On pose [||[f|][ = sup | f (z)].

zeB,||lz|| <1

R 29 E est de dimension finie.et f € L(FE) donc f est continue.

La norme est continue donc ¢ : x — || f (x)|| est continue.

La boule unité fermée B = {x € E, ||z|| < 1} est fermée (exo de cours) et bornée.

Le théoréme des bornes atteintes entraine ’existence d’un mazimum (donc d’un sup) de ¢ sur B,
ce qui montre ’existence de |||f]|-

R 30 C’est exactement la méme démarche que pour montrer que la norme infinie d’une fonction est une norme.
La seule différence est dans |||f||| = 0= f =0.

On a|||f[ll = 0= fizer,jz1<1y = 0.

Si||z|| > 1 alors mw est de norme 1 et d’image nulle donc f (x) = Og par linéarité donc f est nulle.

1
R 31 Si¢z est non nul alors —x est de norme 1 donc

- (o) = ot done

par linéarité, || f ()| | < ||IfII| x ||z|| (qui est aussi vrai pour x = Of).

R 32 Si|[z]| < 1 alors ||f (g (x)I[| < [[[F[Il x lg (@)} < [[f]]| < llgl[|-vrai pour tout x tel que [lz]| <1

donc ;lﬁpuqllfog(m)II§|||f|||><\||g|||soitlllfog\llélllflllxnglll.
reL,||z||<

R 33 Exercice de la feuille sur les espaces euclidiens (On applique le théoréme spectral et on magjore, si ||z| <1,

le réel || f (x)||> (aprés avoir utilisé le th de pythagore) par )\maa(c) A%
€sp
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A S T N
X 110 NERCREEINE
o 115 15
M=| 1 g 113 1513
351 110 3
T I TR 112
10 13 12 10 10
1.0144 _8.7701 x 10-2
0.11740 1.0019
i | 9-6241x1072 —8.6758 x 102
T —4.2945 %1072 9.8698 x 102
—0.10313 —0.11530
—0.087 84 —5.9411 x 1072
1 —0.24181
9 0.77327
3 1.9851
4 2.9259
5 5.3104
6 4.9754
N S R U R
! 100 EECREERE
o 105 1115
A=—| 1 19 103 513
1315 10 100 2
131010 12 012
0 13 12 10 10
1.0 0.58217
1.0 1.7758
1.0 2.5795
Al 90 | T8=| 3.7064
1.0 1.9231
1.0 5.5397
0.58217 —0.468 96
1.7758 0.71220
2.5795 1.7248
Al 37064 | TE=| a2.s617
4.9231 5.188 4
5.5397 4.7273
—0.468 96 —0.18076
0.71220 0.806 58
1.7248 2.046
A1 98617 | TB=] 29083
5.188 4 5.2928
4.7273 5.043 4

—8.1459 x 1072 —6.0377 x 102
—6.7044 x 1072 —8.2068 x 102

1.0208

—0.10598

0.11780

—5.2665 x 1072
1.0192
—8.3751 x 1072

—7.2042 x 1072 —7.6807 x 1072

12

1.0
1.0
1.0
1.0
1.0
1.0

—5.5417 x 1072
—5.4008 x 1072
—4.3254 x 1072
—8.9101 x 102
1.006 2
—7.8412 x 1072

—5.2973 x 10~
—9.1415 x 10~
—6.3433 x 10~
—9.0317 x 10~
9.9127 x 1072
1.0167



—0.18076 —0.259 88

0.806 58 0.763 25
2.046 1.966 0
9.0083 | TP~ | 29135
5.2928 5.3083
5.043 4 4.9564
~0.25988 ~0.2366
0.763 25 0.77598
19660 | 5| 1.9904
2.9135 2.9304
5.3083 5.3105
4.956 4 4.9813
—0.2366 —0.243 33 —0.24181
0.77598 0.772 52 0.773 27
19904 | o | L9834 | comparer avec 1.9851
2.9304 2.0247 2.9259
5.3105 5.3106 5.3104
4.9813 4.974 4.9754
—0.41783 ~0.41783 0.12172
~0.22424 ~0.224 24 6.3709 x 102
B ~0.42051 A ~0.42051 . 0.127 32
—0.293 59 ¢ —0.29359 ' 0.10529
~7.6923 x 102 ~7.6923 x 102 ~1.3754 x 1073
—0.460 26 —0.460 26 0.13113
0.12172 ~3.5356 x 1072 ~3.5356 x 1072 1.0203 x 102
6.3709 x 102 ~1.8824 x 102 ~1.8824 x 1072 5.3496 x 1073
0.127 32 —3.6637 x 1072 ~3.6637 x 1072 1.0606 x 102
0.105 29 = —ose38x102 | A _2.8638x102 | | s8.3862 % 1073
~1.3754 x 1073 ~8.4864 x 1074 ~8.4864 x 1074 1.5206 x 104
0.13113 ~3.8074 x 1072 ~3.8074 x 1072 1.0985 x 102
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