
DM 17 pour le 9 mars 2026

Exercice 1: Intégrales de Fresnel

On note :

I =

Z +1

�1
eit

2

dt et f(x) =

Z +1

�1
e(�x+i)t

2

:dt

On admet : Z +1

0

e�t
2

dt =

p
�

2

1. Montrer que l�intégrale
R +1
1

cos (t2) dt est convergente (on commencera par poser u = t2)

2. Justi�er l�existence de I.

3. Montrer que f est bien dé�nie sur R+. Montrer que f est de classe C1 sur ]0;+1[.

4. On suppose x > 0.

a Montrer que f (x) =
2p
x

R +1
0

e�u
2
eiu

2=xdu.

b Déterminer la limite en +1 de x 7!
R +1
0

e�u
2
eiu

2=x:du

c En déduire un équivalent de f(x) au voisinage de +1.

5. Montrer que 8x > 0; 2� (�x+ i)� f 0(x) = f(x):

6. On introduit la fonction g(x) =
R +1
x

eit
2
dt. Montrer que g est une fonction dé�nie et de classe C1 sur R+.

Justi�er que g est bornée.

7. Soit x > 0.

a Montrer que f (x)� f (0) = �4
R +1
0

ue�u
2
g(u=

p
x)du.

b En déduire que f est continue en x = 0.

8. Déduire de ce qui précède une expression de f(x) à l�aide de I.

9. Déterminer la valeur de I (intégrale de Fresnel).

Exercice 2: calcul de l�intégrale de Gauss

On pose, pour n 2 N�

I =

Z +1

0

e�t
2

dt (intégrale de Gauss) ; In =
Z +1

0

1�
1 + t2

n

�ndt
Wn =

Z �
2

0

cosn(x)dx (intégrale de Wallis)
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Etude de la convergence de la suite (In)

Q 1 Montrer que l�intégrale généralisée
R +1
0

e�t
2
dt est convergente.

Q 2 Montrer que pour tout n 2 N�, l�intégrale généralisée In est convergente.

Q 3 Justi�er que pour tout a � 0 et pour tout n 2 N�, (1 + a)n � 1 + na.
En déduire que 8n 2 N�;8t 2 R;

�
1 + t2

n

�n
� 1 + t2.

Q 4 Montrer que la suite (In) converge et préciser sa limite (on détaillera les hypothèses du théorème utilisé).

Etude des intégrales de Wallis Wn

Q 5 Montrer que la suite (Wn) converge et préciser sa limite.

Q 6 Calculer W0 et W1. Montrer que la suite (Wn) est décroissante.

Q 7 Montrer que 8n 2 N, Wn+2 =
n+1
n+2
Wn. En déduire que Wn �n!+1 Wn+1.

Q 8 Montrer que (n+ 1)WnWn+1 ne dépend pas de n et déterminer sa valeur.

Q 9 En déduire que la suite (nW 2
n) admet une limite et que Wn est équivalent à

p
�
2n
au voisinage de l�in�ni.

Q 10 Donner une expression de W2n et W2n+1 uniquement à l�aide de factorielles et de puissances.

Lien entre Wn et Inet valeur de l�intégrale de Gauss

Q 11 Montrer que, pour n � 1, on a In =
p
nW2n�2 (on pourra poser t =

p
n tan (x)).

Q 12 En déduire que I =
p
�

2

Q 13 En déduire la convergence et la valeur des intégrales généralisées J =
R +1
0

e�tp
t
dt et K =

R +1
0

t2e�t
2
dt.

Exercice 3: Fonction dominante dé�nie par morceaux

On pose, pour n 2 N�, In =
R +1
0

t1+
1
n e�tdx.

Q 14 Etudier la convergence de la suite (In).

Problème 2:

Soit n 2 N�:

Pour X =

0B@ x1
...
xn

1CA 2Mn;1 (R), on pose kXk1 = max
i2[[1;n]]

jxij (on admet que cette égalité dé�nit une norme de

Mn;1 (R)).

Pour tout M = (mi;j)(i;j)2[[1;n]]2 2Mn;1 (R), on pose jjjM jjj = max
i2[[1;n]]

 
nP
j=1

jmi;jj
!
.

Soit A 2Mn (R).
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Propriété de la norme jjj jjj

Q 15 Montrer que l�application
�
Mn (R)* R
M 7! jjjM jjj dé�nit une norme deMn (R).

Q 16 Montrer: 8 (M;N) 2Mn (R)2, jjjM �M 0jjj � jjjM jjj � jjjM 0jjj.

Q 17 Montrer que pour tout X 2Mn;1 (R), on a kAXk1 � jjjAjjj � kXk1.

Q 18 Montrer qu�il existe X 2Mn;1 (R) de norme 1 véri�ant kAXk1 = jjAjjj.
En déduire que jjjAjjj = sup

X2Mn;1(R);kXk1�1
kAXk1.

Q 19 Retrouver le résultat de la question 16 à l�aide des deux questions précédentes.

Q 20 Montrer que sp (A) � [�jjjAjjj; jjjAjjj].

Convergence d�un suite de Mn;1 (R)
On suppose dans cette partie que jjjAjjj < 1.
On considère B 2Mn;1 (R)

Q 21 Montrer qu�il existe une unique X 2Mn;1 (R) véri�ant X = AX +B.

On note L l�unique solution de l�équation précédente.
On dé�nit une suite (Xn)n2N par

� X0 2Mn;1 (R)

� 8n 2 N, Xn+1 = AXn +B.

Q 22 Montrer que 8n 2 N kXn+1 � Lk1 � jjjAjjj � kXn � Lk1.

Q 23 En déduire que la suite (Xn) converge vers L.

Application à la résolution approchée de système linéaire

On poseM0 =

0BBBBBBBBBBBBBB@

1
1

10

1

11

1

12

1

13

1

15

� 1
11

1
1

15

1

11

1

15

1

11
1

10

1

10
1

1

13

1

15

1

13
1

13
� 1
15

1

10
1

1

10

1

12
1

13

1

10

�1
10

1

12
1 � 1

12
1

10

1

13

1

12

1

10

1

10
1

1CCCCCCCCCCCCCCA
etB =

0BBBBBB@
1
2
3
4
5
6

1CCCCCCAon se propose de donner une valeur approchée

des solutions du système linéaire (S) d�écriture matricielle M0X = B.

Q 24 Soit M 2Mn (R) véri�ant: 8i 2 [[1; n]] jmi;ij >
P

1�j�n;j 6=i
jmi;jj.

Montrer que M est inversible.

Q 25 En déduire que le système linéaire (S) admet une unique solution.
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Q 26 Donner une matrice A0 véri�ant
�

jjjA0jjj < 1
M0X = B , X = A0X +B

Q 27 En utilisant la deuxième partie, écrire un programme python renvoyant le ki�eme terme d�une suite (Xn) qui
converge vers A (on pourra utiliser l�instruction dot de numpy)

Q 28 En utilisant l�instruction linalg.solve du module linalg de numpy, comparer les résultats donnés par la
question précédente à la solution donnée par python/

Remarque La complexité de la méthode de Gauss est en O (n3) pour la résolution d�un système linéaire de taille
n.
Chaque étape de la méthode présentée est de complexité O (n2). Comme la convergence est très rapide, cette
méthode a une meilleure complexité que la méthode de Gauss.

Norme subordonnée (facultatif)

Soit (E; kk) un espace vectoriel de dimension �nie.

Q 29 Soit f 2 L (E). Justi�er l�existence de sup
x2E;kxk�1

kf (x)k.

Pour tout f 2 L (E), On pose jjjf jjj = sup
x2E;kxk�1

kf (x)k.

Q 30 Montrer que f 7! jjjf jjj dé�nit une norme de L (E).

Q 31 Montrer que pour tout f 2 L (E), pour tout x 2 E, kf (x)k j � jjjf jjj � kxk.

Q 32 Montrer que pour tout (f; g) 2 L (E)2, jjjf � gjjj � jjjf jjj � jjjgjjj.

Q 33 On suppose dans cette question que E muni d�un produit scalaire noté (j) et kk est la norme euclidienne
associé à ce produit scalaire.
Soit f un endomorphisme autoadjoint de E. Montrer que jjjf jjj = max

�2sp(f)
j�j.
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CORRECTION

Exercice 1: Intégrales de Fresnel

1. Sous réserve de convergence, on e¤ectue d�abord le changement de variable u : t 7! t2 de classe C1 et
strictement croissant puis une intégration par parties. On obtient:Z +1

1

cos
�
t2
�
dt =

Z +1

1

cos (u)

2
p
u
du =

�
sin (u)

2
p
u

�+1
1

+

Z +1

1

sin (u)

4u
p
u
du valable car

����sin (u)2
p
u

���� � 1

2
p
u

!
u!+1

0

Or

����sin (u)u
p
u

���� � 1

u
3
2

donc u 7! sin (u)

4u
p
u
est une fonction intégrable sur [1;+1[ donc

R +1
1

sin (u)

4u
p
u
du converge

donc l�intégrale
R +1
1

cos t2dt converge.

2. La fonction t 7! cos (t2) est paire donc l�intégrale
R 1
�1 cos (t

2) dt converge.

Or t 7! cos (t2) est continue sur [�1; 1] donc l�intégrale
R +1
�1 cos (t2) dt converge.

On montre de même que l�intégrale
R +1
�1 sin (t2) dt converge donc l�intégrale I =

R +1
�1 eit

2
dt converge.

3. On a f(0) = I qui est bien dé�nie.
Soit x > 0. Notons h(x; t) = e(�x+i)t

2
= e�xt

2
:eit

2
.

La fonction dé�nie par t 7! e�xt
2
= jh(x; t)j est intégrable sur [0;+1[ donc

l�intégrale
R +1
0

h (x; t) dt est absolument convergente et par parité
R 0
�1 h (x; t) dt:

Ce qui montre que f est bien dé�nie sur [0;+1[.
On remarque que f(x) = 2

R +1
0

e(�x+i)t
2
dt. On a

@h

@x
(x; t) = �t2h(x; t). La domination :

8a > 0;8x 2 [a;+1[;8t � 0;
����@h@x(x; t)

���� � t2e�at2
permet (rédiger les détails) d�appliquer le théorème de dérivation sous le signe somme.
On en déduit que f est de classe C1 sur tout intervalle du type [a;+1[ où a > 0, donc que f est de classe
C1 sur ]0;+1[. Avec:

8x > 0; f 0(x) = �2
Z +1

0

t2h(x; t):dt = �
Z +1

�1
t2e(�x+i)t

2

:dt:

4. Soit x > 0.

a La fonction t 7!
p
xt est a¢ ne donc de classe C1 et induit une bijection strictement croissante de [0;+1[

sur [0;+1[. E¤ectuons le changement de variable u =
p
xt dans l�intégrale dé�nissant f(x). On en

déduit que f(x) =
2p
x

R +1
0

e�u
2
eiu

2=x:du:

Appliquons le théorème de convergence dominée à paramètre continue avec h (x; u) = e�u
2
eiu

2=x:
(H1) : t 7! h (x; u) est continue donc CPM sur [0;+1[
(H2) : On a lim

x!+1
h (x; u) = e�u

2
.

(H3) = jh (x; u)j = e�u
2 � e�u2 = ' (u) et ' intégrable sur [0;+1[

On en déduit

lim
x!+1

Z +1

0

h (x; u) du = lim
n!+1

Z +1

0

e�u
2

eiu
2=xndu =

Z +1

0

e�u
2

du =

p
�

2
:

c On déduit f(x) �x!+1
p
�p
x
:
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5. Soit x > 0. On a :

�2(�x+ i)f 0(x) =
Z
R
t:
h
2(�x+ i)te(�x+i)t2

i
:dt =

Z
R
t:
h
e(�x+i)t

2
i0
:dt

Une intégration par parties donne

�2(�x+ i)f 0(x) =
h
te(�x+i)t

2
i+1
�1

�
Z
R
e(�x+i)t

2

:dt = �f (x)

car lim
t!�1

���te(�x+i)t2��� = lim
t!�1

���te�xt2��� = 0. On a donc
8x > 0; 2(�x+ i)f 0(x) = f(x):

6. Le "reste" d�une intégrale impropre convergente.existe donc g (x) est dé�ni et de plus lim
x!+1

g(x) = 0.

Par ailleurs : 8x � 0; g(x) =
R +1
0

eit
2
dt �

R x
0
eit

2
dt. et la fonction t 7! eit

2
est continue donc x 7!

R x
0
eit

2
dt

en est une primitive donc g est de classe C1 sur [0;+1[ et g0 (x) = �eix2 .
On a lim

x!+1
g (x) = 0 donc il existe A > 0 tel que x > A) jg (x)j < 1. La fonction g est continue sur [0; A]

donc bornée sur le segment [0; A]. Elle est donc bornée sur [0;+1[.

7. Soit x > 0.

a Puisque f(0) = I = 2
R +1
0

eit
2
dt:

f(x)� f(0) = 2:
Z +1

0

eit
2

(e�xt
2 � 1):dt = �2:

Z +1

0

g0 (t)
�
e�xt

2 � 1
�
:dt;

Une IPP, puis le changement de variable t
p
x = u donne:

8n; f(x)� f(0) = �4x
Z +1

0

te�xnt
2

g(t)dt = �4
Z +1

0

ue�u
2

g(u=
p
x)du:

b On applique alors le théorème de convergence dominée à parmètre continue avec h(x; u) = ue�u2g(u=
p
x):

- CPM OK
- On a lim

x!0
h(x; u) = 0 car lim

x!+1
g (x) = 0

- Domination jh(x; u)j �Mue�u2 avec M = supR+ jgj et u 7! ue�u
2
est intégrable (car o

u!+1

�
1

u2

�
)

On obtient ainsi que lim
x!0

f(x)� f(0) = 0.

8. L�équation di¤érentielle obtenue à la question 4 est de la forme y0 (x) +
1

2 (x� i)y (x) = 0 sur ]0;+1[.

On pose a (x) =
1

2 (x� i) =
x+ i

2 (x2 + 1)
de primitive A (x) =

1

4
ln (x2 + 1) +

i

2
arctan (x) donc 8x > 0,

f (x) = �e�A(x) = � (x2 + 1)
�1
4 e

�
i

2
arctan(x)

. La fonction f est continue en 0 donc lim
x!0

f (x) = � = f (0) = I

donc : 8x 2 [0;+1[; f(x) = I: (x2 + 1)
�1
4 e

�
i

2
arctan(x)

:

9. On a vu à la question 4 que: f(x) �
p
�p
x
au voisinage de +1. Le résultat de la question précédente montre

qu�au voisinage de +1: f(x) � Ip
x
e�i

�
4 .

On en déduit que:
I =

p
�ei

�
4 :
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Remarque: on en déduit que Z +1

0

cos(t2):dt =

Z +1

0

sin(t2):dt =

p
2�

4
:

Exercice 2

Première partie: calcul de l�intégrale de Gauss
R 1 La fonction t 7! e�t

2
est dé�nie et continue sur [0;+1[. De plus lim

t!+1
t2e�t

2
= 0 (C.C) donc e�t

2
=

ot!+1
�
1
t2

�
or t 7! 1

t2
est intégrable sur [1;+1[ donc t 7! e�t

2
est intégrable sur [1;+1[ donc sur [0;+1[.

l�intégrale généralisée
R +1
0

e�t
2
dt est absolument convergente.

R 2 Ici n est �xé. La fonction fn : t 7! 1�
1+ t2

n

�n est dé�nie et continue sur [0;+1[ et fn (t) �t!+1 1�
t2

n

�n = K
t2n

avec K = nn Or n � 1 donc t 7! K
t2n
est intégrable sur [1;+1[ donc l�intégrale généralisée In est convergente.

R 3 D�après la formule du binôme (1 + a)n =
nP
k=0

�
n
k

�
ak or a � 0 donc (1 + a)n �

1P
k=0

�
n
k

�
ak = 1+ na. On a donc�

1 + t2

n

�n
� 1 + t2.

R 4 Appliquons le théorème de convergence dominée sur ]0;+1[:
- Soit t > 0 �xé. fn (t) =

�
1 + t2

n

��n
= e

�n ln
�
1+ t2

n

�
. Or �n ln

�
1 + t2

n

�
= �n �

�
t2

n
+ on!+1

�
t2

n

��
= �t2 +

on!+1 (t
2)!n!+1 �t2 donc, par composition des limites, lim

n!+1
fn (t) = e

�t2 = f (t). La suite de fonctions (fn)

converge simplement vers vers f sur ]0;+1[.
- Les fonctions fn et f sont continues par morceaux sur ]0;+1[.
- Domination:

�
1 + t2

n

�n
� 1 + t2 > 0 donc jfn (t)j = fn (t) �

1

1 + t2
= ' (t). Or

1

1 + t2
�t!+1

1

t2
donc ' est

intégrable sur [0;+1[ donc sur ]0;+1[.
On en déduit que la suite (In) converge vers I.

R 5 Posons gn (t) = cosn (t) pour t 2 ]0; 1]. On a lim
n!+1

gn (t) = 0 = g (t), les fonctions gn et g sont continues

par morceaux sur ]0; 1] et jgn (t)j � 1 = ' (t) et ' est continue par morceaux et intégrable sur ]0; 1] donc (th de
CV dominée) la (Wn) converge.vers

R 1
0
0dt = 0.

Remarque: on peut appliquer le théorème au choix sur [0; 1] ou sur ]0; 1]. Si on choisit de le faire sur [0; 1], la
fonction limite est seulement continue par morceaux.

R 6 On obtient W0 =
�
2
et W1 = 1. De plus si 0 � x � 1, alors 0 � cos (x) � 1 donc 0 � cosn+1(x) � cosn(x)

et donc 0 � Wn+1 � Wn. La suite (Wn) est décroissante.

R 7 Par IPP dans Wn+2 =
R �

2

0
cosn+2(x)dx avec u (x) = cosn+1(x) et v0 (x) = cos(x), on obtient que

Wn+2 = [� sin (x) cosn+1(x)]
�
2
0 + (n+ 1)

R �
2

0
cosn(x) sin2 (x) dx d�où

Wn+2 = (n+ 1)
R �

2

0
cosn(x) sin2 (x) dx = (n+ 1)

R �
2

0
cosn(x) (1� cos2 (x)) dx donc Wn+2 = (n+ 1) (Wn �Wn+2).

On en déduit que Wn+2 =
n+1
n+2
Wn. Or Wn+2 � Wn+1 � Wn donc n+1

n+2
Wn � Wn+1 � Wn et n+1n+2

!n!+1 1 donc
Wn �n!+1 Wn+1. 7



R 8 D�aprés ce qui précède, (n+ 2)Wn+1Wn+2 = (n+ 2)Wn+1
n+1
n+2
Wn = (n+ 1)WnWn+1 donc

(n+ 1)WnWn+1 ne dépend pas de n et (n+ 1)WnWn+1 = W0W1 =
�
2
.

R 9 D�après b, Wn �n!+1 Wn+1 donc
�

2
= (n+ 1)WnWn+1 �n!+1 (n+ 1)W 2

n �n!+1 nW 2
n donc la suite

(nW 2
n) converge vers

�

2
donc W 2

n �n!+1
�

2n
et Wn �n!+1

p
�
2n
.

R 10 On sait que pour tout n, Wn+2 =
n+1
n+2
Wn donc W2 =

1
2
W0;W4 =

3
4
W2; : : : ;W2n =

2n�1
2n
W2n�2 donc W2n =

(2n� 1)� � � � � 3� 1
(2n)� � � � � 4� 2 W0 donc

W2n =
((2n� 1)� � � � � 3� 1)� ((2n)� � � � � 4� 2)

((2n)� � � � � 4� 2)2
W0 W2n =

(2n)!

(2n � n� � � � � 2� 1)2
W0 =

(2n)!

22n � (n!)2
�

2
. On

montre de même que W2n+1 =
22n � (n!)2

(2n+ 1)!
.

R 11 Commençons par rappeler que si x 2
�
0; �

2

�
,

1

cos2 (x)
= 1+tan2 (x). On a doncW2n�2 =

R �
2

0
cos2n�2(x)dx =R �

2

0

1

(1 + tan2 (x))
n�1dx =

R �
2

0

1

(1 + tan2 (x))
n (1 + tan

2 (x)) dx. Soit la fonction dé�nie sur
�
0; �

2

�
par t (x) =

p
n tan (x). La fonction t est une bijection strictement monotone de classe C1 de

�
0; �

2

�
sur ]0;+1[ et t0 (x) =

p
n (1 + tan2 (x)) donc W2n�2 =

Z +1

0

1 
1 +

�
tp
n

�2!n 1p
n
dt et donc In =

p
nW2n�2.

R 12 In =
p
nW2n�2. Or Wn �n!+1

p
�
2n
donc W2n�2 �n!+1

q
�

2(2n�2) �n!+1
p

�
4n
doù In �n!+1

p
�
4
donc

lim
n!+1

(In) = I =

p
�

2
.

R 13 Avec le changement de variable u (t) =
p
t, on trouve que J =

R +1
0

e�tp
t
dt = 2

R +1
0

e�t
1

2
p
t
dt = 2I (fait en

cours).

Sous réserve de convergence, K =
R +1
0

t2e�t
2
dt =

h
1
2
te�t

2
i+1
0
+
1

2

R +1
0

e�t
2
dt (IPP

�
u (t) = �1

2
e�t

2
v (t) = t

u0 (t) = te�t
2
v0 (t) = 1

).

On a lim
t!+1

te�t
2
= 0 (CC) et

R +1
0

e�t
2
dt converge donc l�intégrale K est convergente et K =

I

2
.

Exercice 3: Fonction dominante dé�nie par morceaux

R 14 Deux possibilités: étudier l�existence, pour n �xé de In et appliquer ensuite le théorème de convergence
dominée ou appliquer directement le théorème de convergence dominée dont la conclusion 1 donne l�existence des
In.

Posons fn :
�
[0;+1[! R
t 7! t1+

1
n e�t

.

(H1) : CV simple: Soit t � 0.
On a lim

n!+1
t1+

1
n = t donc lim

n!+1
fn (t) = te

�t.

La suite de fonctions (fn) converge donc simplement vers f : t 7! te�t sur [0;+1[.
(H2) : continuité de fn et f (découle des théorème sur les opérations sur fonctions continues.
(H3) : Domination

On a n � 1 donc 0 < 1

n
� 1 donc 1 � 1 + 1

n
� 2.
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On en déduit que si t 2 [0; 1], 0 � t1+ 1
n � t et si t > 1 alors 0 � t1+ 1

n � t2

Posons ' (t) =
�
te�t si t 2 [0; 1]
t2e�t si t > 1

.

La fonctions ' est continue par morceaux sur [0;+1[ et si t > 1, ' (t)
1

t2

= t4e�t !t!+1 0 donc ' (t) = ot!+1

�
1

t2

�
donc ' est intégrable sur [1;+1[ donc sur [0;+1[.
On en déduit que
(C1) : pour tout n, fn est intégrable et f sont intégrables.
(C2) : lim

n!+1

R +1
0

fn (t) dt =
R +1
0

f (t) dt soit lim
n!+1

In =
R +1
0

te�tdt = 1 (calcul par IPP en dérivant t)

Problème:

Propriété de la norme jjj jjj
R 15 (1) : Soit i 2 [[1; n]] :En utilisant l�inégalité triangulaires Pour tout i,
nP
j=1

jai;j + bi;jj �
nP
j=1

jai;jj+
nP
j=1

jbi;jj � jjjAjjj+ jjjBjjj.

Cela étant vrai pour tout i, jjjA+Bjjj = max
i2[[1;n]]

 
nP
j=1

jmi;jj
!
� jjjAjjj+ jjjBjjj

(2) : De même
nP
j=1

j�ai;jj � j�j
nP
j=1

jai;jj est vraie pour tout i donc jjj�Ajjj = j�j jjjAjjj

(3) : jjjAjjj � 0 est immédiat.
Si jjjAjjj = 0 alors pour tout i; 0 �

nP
j=1

jai;jj � 0 donc
nP
j=1

jai;jj = 0 donc (somme de termes positifs) 8j, jai;jj = 0

La matrice A est donc nulle.

R 16 Posons P =M �M 0. Soit i 2 [[1; n]].

On a
nP
j=1

jpi;jj =
nP
j=1

���� nP
k=1

mi;km
0
k;j

���� � nP
j=1

nP
k=1

��mi;km
0
k;j

�� = nP
k=1

nP
j=1

��mi;km
0
k;j

�� = nP
k=1

jmi;kj
nP
j=1

��m0
k;j

��
donc

nP
j=1

jpi;jj �
nP
k=1

jmi;kj jjjM 0jjj = jjjM 0jjj �
nP
k=1

jmi;kj � jjjM jjj � jjjM 0jjj.

Cette inégalité est vraie pour tout i donc vraie pour le max donc jjjM �M 0jj � jjjM jjj � jjjM 0jjj.

R 17 Posons AX =

0B@ y1
...
yn

1CA. On a jyij =
����� nPj=1 ai;jxj

����� � nP
j=1

jai;jj jxjj �
nP
j=1

jai;jj kXk1 � jjjAjjj � kXk1.

Cette inégalité est vraie pour tout i donc vraie pour max
i2[[1;n]]

jyij donc kAXk1.� jjjAjjj � kXk1.

R 18 � On a jjjAjjj = max
i2[[1;n]]

 
nP
j=1

jai;jj
!
donc il existe i0 tel que jjjAjjj =

nP
j=1

jai0;jj.

Prenons X =

0B@ "1
...
"n

1CA avec "j =
�
1 si ai0;j � 0
�1 sinon donc kXk1 = 1 et posons AX =

0B@ y1
...
yn

1CA.
On a yi0 =

nP
j=1

ai0;jxj =
nP
j=1

jai0;jj donc kAXk1 � jyi0j = jjjAjjj.

Par ailleurs kAXk1.� jjjAjjj � kXk1 = jjjAjjj d�après la question précédente. On a donc kAXk1 = jjAjjj.
� Si kXk1 � 1, alors kAXk1.� jjjAjjj � kXk1 = jjjAjjj donc9



l�ensemble des kAXk1 avec kXk1 � 1 est borné et sup
X2Mn;1(R);kXk1�1

kAXk1 � jjjAjjj.

d�après la question précédente, il existe X de norme 1 pour lequel kAXk1 = jjAjjj
donc sup

X2Mn;1(R);kXk1�1
kAXk1 � jjjAjjj.

On a donc sup
X2Mn;1(R);kXk1�1

kAXk1 = jjjAjjj (et le sup est un max).

R 19 Si kXk1 � 1, alors
k(M �M 0)Xk1 = kM � (M 0X)k1 � jjjM jjj � kM 0Xk1 � jjjM jjj:jjjM 0jjj � kXk1 = jjjM jjj:jjjM 0jjj.
Cette inégalité étant vraie pour tout X de norme 1, on a sup

X2Mn;1(R);kXk1�1
k(M �M 0)Xk1 � jjjM jjj � jjjM 0jjj

donc d�après la question précédente, jjjM �M 0jj � jjjM jjj � jjjM 0jjj.

R 20 Soit � 2 sp (A) et X un vecteur propre de A. On a AX = �X

donc
�

kAXk1 : = j�j � kXk1
kAXk1 : � jjjAjjj � kXk1 vu précédemment

donc, j�j � kXk1 � jjjAjjj � kXk1 et

comme X 6= 0, kXk1 > 0 donc j�j � jjjAjjj donc � 2 [�jjjAjjj; jjjAjjj] d�où le résultat.

Convergence d�un suite de Mn;1 (R)
R 21 On a X = AX +B , (In � A)X = B , (A� In)X = �B.
Or jjjAjjj < 1 et toute valeur propre � de A véri�e (question précédente) � � jjjAjjj
donc 1 n�est pas valeur propre de A donc A� In est inversible donc
il existe une unique X 2Mn;1 (R) véri�ant (A� In)X = �B soit X = AX +B.

R 22 On a
�

L = AL+B:
Xn+1 = AXn +B

donc, en soustrayant les deux égalités, Xn+1 � L = A (Xn+1 � L) donc

kXn+1 � Lk1 � jjjAjjj � kXn+1 � Lk1.

R 23 Montrons par récurrence sur n que kXn � Lk1 � jjjAjjjn kX0 � Lk1.
Le cas n = 0 est immédiat.
Soit n 2 N. Supposons que kXn � Lk1 � jjjAjjjn kX0 � Lk1.
On a donc kXn+1 � Lk1 � jjjAjjj � kXn � Lk1 � jjjAjjj � jjjAjjjn kX0 � Lk1 � jjjAjjjn+1 kX0 � Lk1 ce qui
achève la récurrence.
On a jjjAjjj < 1 donc lim

n!+1
jjjAjjjn = 0 donc lim

n!+1
kXn � Lk1 donc (Xn) converge vers L.

Application à la résolution approchée de système linéaire

R 24 Montrons que ker (M) = f0g. Soit X 2 ker (M). Supposons X 6= 0 et i 2 [[1; n]] tel que jxij = kXk1.
La i�eme ligne de l�égalité MX = 0 donne

nP
j=1

mi;jxj = 0 soit mi;ixi = �
P

1�j�n;j 6=i
mi;jxj

donc jmi;ixij =
������ P

1�j�n;j 6=i
mi;jxj

����� =
����� P
1�j�n;j 6=i

mi;jxj

�����.� P
1�j�n;j 6=i

jmi;jxjj �
P

1�j�n;j 6=i
jmi;jj jxij

donc jmi;ixij � jxij
P

1�j�n;j 6=i
jmi;jj < jxij jmi;ij ce qui absurde

donc tout X 2 ker (M) est nul donc M est inversible.

R 25 La matrice M0 véri�e la condition
P

1�j�n;j 6=i
jmi;jj < jmi;ij pour tout i donc est inversible

donc (S) admet une unique solution.
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R 26 On a M0X = B , X + (M0 � I6)X = B , X = A0X +B avec A0 = I6 �M0.

En sommant les valeurs absolues des coe¢ cients de chaque ligne de A0, on véri�e que jjjA0jjj �
1

2
< 1.

R 27 Pas encore corrigé En utilisant la deuxième partie, écrire un programme python renvoyant le ki�eme terme
d�une suite (Xn) qui converge vers A (on pourra utiliser l�instruction dot de numpy)

R 28 Pas encore corrigé En utilisant l�instruction linalg.solve du module linalg de numpy, comparer les ré-
sultats donnés par la question précédente à la solution donnée par python/

Remarque La complexité de la méthode de Gauss est en O (n3) pour la résolution d�un système linéaire de taille
n.

Norme subordonnée

Soit (E; kk) un espace vectoriel de dimension �nie.
Pour tout f 2 L (E), On pose jjjf jjj = sup

x2E;kxk�1
kf (x)k.

R 29 E est de dimension �nie.et f 2 L (E) donc f est continue.
La norme est continue donc ' : x 7! kf (x)k est continue.
La boule unité fermée B = fx 2 E; kxk � 1g est fermée (exo de cours) et bornée:
Le théorème des bornes atteintes entraine l�existence d�un maximum (donc d�un sup) de ' sur B,
ce qui montre l�existence de jjjf jjj.

R 30 C�est exactement la même démarche que pour montrer que la norme in�nie d�une fonction est une norme.
La seule di¤érence est dans jjjf jjj = 0 =) f = 0.
On a jjjf jjj = 0 =) fjfx2E;kxk�1g = 0.

Si kxk � 1 alors 1

kxkx est de norme 1 et d�image nulle donc f (x) = 0E par linéarité donc f est nulle.

R 31 Si x est non nul alors
1

kxkx est de norme 1 donc




f � 1

kxkx
�



 j � jjjf jjj donc,

par linéarité, kf (x)k j � jjjf jjj � kxk (qui est aussi vrai pour x = 0E).

R 32 Si kxk � 1 alors kf (g (x))k j � jjjf jjj � kg (x)k � jjf jjj � jjgjjj.vrai pour tout x tel que kxk � 1
donc sup

x2E;kxk�1
kf � g (x)k � jjjf jjj � jjjgjjj soit jjjf � gjjj � jjjf jjj � jjjgjjj.

R 33 Exercice de la feuille sur les espaces euclidiens (On applique le théorème spectral et on majore, si kxk � 1;
le réel kf (x)k2 (après avoir utilisé le th de pythagore) par max

�2sp(f)
j�j2.
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M =

0BBBBBBBBBBBBBB@

1
1

10

1

11

1

12

1

13

1

15

� 1
11

1
1

15

1

11

1

15

1

11
1

10

1
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1

1

13

1

15

1

13
1

13
� 1
15

1

10
1

1

10

1

12
1

13

1

10

�1
10

1

12
1 � 1

12
1

10

1

13

1

12

1

10

1

10
1

1CCCCCCCCCCCCCCA
,

M1 =

0BBBBBB@
1: 014 4 �8: 770 1� 10�2 �8: 145 9� 10�2 �6: 037 7� 10�2 �5: 541 7� 10�2 �5: 297 3� 10�2
0:117 40 1: 001 9 �6: 704 4� 10�2 �8: 206 8� 10�2 �5: 400 8� 10�2 �9: 141 5� 10�2

�9: 624 1� 10�2 �8: 675 8� 10�2 1: 020 8 �5: 266 5� 10�2 �4: 325 4� 10�2 �6: 343 3� 10�2
�4: 294 5� 10�2 9: 869 8� 10�2 �0:105 98 1: 019 2 �8: 910 1� 10�2 �9: 031 7� 10�2
�0:103 13 �0:115 30 0:117 80 �8: 375 1� 10�2 1: 006 2 9: 912 7� 10�2
�0:087 84 �5: 941 1� 10�2 �7: 294 2� 10�2 �7: 680 7� 10�2 �7: 841 2� 10�2 1: 016 7

1CCCCCCA�
0BBBBBB@
1
2
3
4
5
6

1CCCCCCA :

0BBBBBB@
�0:241 81
0:773 27
1: 985 1
2: 925 9
5: 310 4
4: 975 4

1CCCCCCA :

A = �

0BBBBBBBBBBBBBB@

0
1

10

1

11

1

12

1

13

1

15

� 1
11

0
1

15

1

11

1

15

1

11
1

10

1

10
0

1

13

1

15

1

13
1

13
� 1
15

1

10
0

1

10

1

12
1

13

1

10

�1
10

1

12
0 � 1

12
1

10

1

13

1

12

1

10

1

10
0

1CCCCCCCCCCCCCCA
X0 =

0BBBBBB@
1:0
1:0
1:0
1:0
1:0
1:0

1CCCCCCA

A

0BBBBBB@
1:0
1:0
1:0
1:0
1:0
1:0

1CCCCCCA+B =
0BBBBBB@
0:582 17
1: 775 8
2: 579 5
3: 706 4
4: 923 1
5: 539 7

1CCCCCCA

A

0BBBBBB@
0:582 17
1: 775 8
2: 579 5
3: 706 4
4: 923 1
5: 539 7

1CCCCCCA+B =
0BBBBBB@
�0:468 96
0:712 20
1: 724 8
2: 861 7
5: 188 4
4: 727 3

1CCCCCCA

A

0BBBBBB@
�0:468 96
0:712 20
1: 724 8
2: 861 7
5: 188 4
4: 727 3

1CCCCCCA+B =
0BBBBBB@
�0:180 76
0:806 58
2: 046
2: 998 3
5: 292 8
5: 043 4

1CCCCCCA
12



A

0BBBBBB@
�0:180 76
0:806 58
2: 046
2: 998 3
5: 292 8
5: 043 4

1CCCCCCA+B =
0BBBBBB@
�0:259 88
0:763 25
1: 966 0
2: 913 5
5: 308 3
4: 956 4

1CCCCCCA

A

0BBBBBB@
�0:259 88
0:763 25
1: 966 0
2: 913 5
5: 308 3
4: 956 4

1CCCCCCA+B =
0BBBBBB@
�0:236 6
0:775 98
1: 990 4
2: 930 4
5: 310 5
4: 981 3

1CCCCCCA

A

0BBBBBB@
�0:236 6
0:775 98
1: 990 4
2: 930 4
5: 310 5
4: 981 3

1CCCCCCA+B =
0BBBBBB@
�0:243 33
0:772 52
1: 983 4
2: 924 7
5: 310 6
4: 974

1CCCCCCA à comparer avec

0BBBBBB@
�0:241 81
0:773 27
1: 985 1
2: 925 9
5: 310 4
4: 975 4

1CCCCCCA

=

0BBBBBB@
�0:417 83
�0:224 24
�0:420 51
�0:293 59

�7: 692 3� 10�2
�0:460 26

1CCCCCCAet A
0BBBBBB@

�0:417 83
�0:224 24
�0:420 51
�0:293 59

�7: 692 3� 10�2
�0:460 26

1CCCCCCA :

0BBBBBB@
0:121 72

6: 370 9� 10�2
0:127 32
0:105 29

�1: 375 4� 10�3
0:131 13

1CCCCCCA

A

0BBBBBB@
0:121 72

6: 370 9� 10�2
0:127 32
0:105 29

�1: 375 4� 10�3
0:131 13

1CCCCCCA =

0BBBBBB@
�3: 535 6� 10�2
�1: 882 4� 10�2
�3: 663 7� 10�2
�2: 863 8� 10�2
�8: 486 4� 10�4
�3: 807 4� 10�2

1CCCCCCA et A

0BBBBBB@
�3: 535 6� 10�2
�1: 882 4� 10�2
�3: 663 7� 10�2
�2: 863 8� 10�2
�8: 486 4� 10�4
�3: 807 4� 10�2

1CCCCCCA =

0BBBBBB@
1: 020 3� 10�2
5: 349 6� 10�3
1: 060 6� 10�2
8: 386 2� 10�3
1: 520 6� 10�4
1: 098 5� 10�2

1CCCCCCA
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