
Sujet de révision pour les écrits
Fonction Zéta, Fonction Gamma, Enoncé

Fonction Zéta

Pour tout entier n 2 N�, soit la fonction fn dé�nie par : fn(x) = 1
nx
.

Soit la fonction � =
+1P
n=1

fn.

Q1. Déterminer l�ensemble de dé�nition de la fonction �.
Q2. Soit a 2]1;+1[. Montrer que la fonction � est continue sur l�intervalle [a; +1[.
Qu�en déduit-on sur la fonction � ?
Q3. Soit n 2 N�.
(a) Pour tout k 2 N� et tout x 2] 1;+1 [ , calculer f (k)n (x).
(b) Montrer que la fonction � est de classe C1 sur ] 1;+1 [ et, pour k 2 N et x > 1,
donner l�expression de �(k)(x) sous forme d�une somme de série.
Q4. Préciser le sens de variation de �.
Q5. On se propose dans cette question de justi�er l�existence et de déterminer la valeur de la limite de la fonction
� en +1 - sans utiliser le théorème de la double limite.
(a) Montrer que � possède une limite �nie en +1.

(b) Soit N 2 N�. Montrer que : 8x > 2; 1 6 �(x) 6
NP
n=1

1
nx
+

+1P
n=N+1

1
n2
.

(c) En déduire la valeur de la limite de � en +1.
6. On considère à présent h 2 ]0;+1[.
A l�aide d�une comparaison série-intégrale, déterminer un encadrement de �(1 + h).
En déduire un équivalent de �(x) lorsque x tend vers 1 .
Q7. Donner l�allure de la représentation graphique de la fonction �.

Q8. On pose : 8x 2 ]0;+1[ ; F (x) =
+1P
n=1

(�1)n
nx
.

(a) Justi�er que F est bien dé�nie.
(b) Monter que F est continue sur R�+.
(c) Montrer que : 8x 2]1;+1 [; �(x) + F (x) = 21�x�(x) .
(d) Déterminer ensuite la limite de F en +1.
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Fonction Gamma

Q1. Montrer que, pour tout x > 0 la fonction t 7! tx�1e�t est intégrable sur ]0;+1[.
On note alors : �(x) =

R +1
0

tx�1e�t dt.
Q2. Montrer que, pour tout x > 0, on a �(x+ 1) = x�(x).
Q3. Montrer que la fonction � est de classe C1 sur R�+ et que l�on a :

8x > 0; �0(x) =

Z +1

0

(ln t)tx�1e�t dt

On admet que, de même, � est de classe C2 sur R�+ et que l�on a :

8x > 0; �00(x) =

Z +1

0

(ln t)2tx�1e�t dt

Q4. Montrer que pour tout x > 0, on a �00(x) > 0.
Q5. Etablir l�existence d�un réel � 2]1; 2 [ tel que �0(�) = 0.
Q6. Donner le tableau de variation de �.
Q7. Montrer que lim

x!0+
�(x) = +1 et que lim

x!+1
�(x) = +1.

Donner l�allure de la courbe représentative de �.
Q8. Pour tout x > 0, montrer que : lim

n!+1
n!nx

x(x+1)���(x+n) = �(x).

On pourra utiliser In(x) =
R n
0
tx�1

�
1� t

n

�n
dt.

Q9. Montrer que pour tout x > 1, on a : �(x)� �(x) =
R +1
0

tx�1

et�1 dt.
Q10 Justi�er que � est de classe C1 sur R�+.
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Sujet de révision pour les écrits
Fonction Zéta, Fonction Gamma indications

Fonction Zéta

Q1. Ensemble de dé�nition d�une fonction dé�nie par la somme d�une série. Question de cours sur les séries de
Riemann (chap. Séries).
Q2. Penser au théorème de continuité de la somme d�une série de fonctions. La continuité est une notion locale.
Q3. (a) Conjecturer le résultat puis le montrer par récurrence; utiliser la forme exponentielle des puissances.
(b) Question délicate: Se placer sur [a;+1[ avec a > 1 et utiliser des comparaisons avec des séries de Riemann
en choisissant bien l�exposant..
Q4. Utiliser le signe de la dérivée donné par la question précédente, ou bien directement la dé�nition de la
monotonie.
Q5. (a) Sans calcul, d�après le théorème de la limite monotone et Q4.
(b) Par calcul sur les inégalités appliqué aux sommes de séries.
(c) Par passage à la limite quand x! +1, puisque quand N ! +1.
Q6. Méthode de comparaison série-intégrale. Equivalent à l�aide d�un encadrement.
Q7. Tracé de courbe à l�aide des variations et des limites.
Q8. (a) Théorème sur les séries alternées.
(b) Théorème de continuité de la somme d�une série de fonctions..
(c) Reconnaître une série lacunaire et l�exprimer en enlevant les termes nuls.
(d) Utiliser Q8. c, Q5. c et les théorèmes généraux de calculs sur les limites.

Fonction Gamma

Q1. Intégrabilité (sans calculer l�intégrale) par théorème de comparaison.
Domiation de tx�1 : distinguer suivant la valeur de t.
Q2. Intégration par parties dans une intégrale généralisée.
Q3. Théorème de dérivation d�une intégrale à paramètre; la domination est délicate.
Q4. Utiliser le résultat donné à la question précédente.
Pour montrer une posivité stricte montrer > 0 puis 6= 0.
Q5. En 0 , utiliser la relation �(x+ 1) = x�(x).
En +1, utiliser le théorème de la limite monotone.
Q6. Utiliser le théorème de Rolle.
Q7. Par étude de signe de la dérivée de �0 puis de �.
Tracé de courbe à l�aide des variations et des limites.
Q8. Montrer que limn!+1 In(x) = �(x) et calculer In(x).
Q9. Ecrire que : tx�1

et�1 =
tx�1

et
� 1

1�e�t .
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Sujet de révision pour les écrits
Fonction Zéta, Fonction Gamma Corrigé

Fonction Zéta

Q1. L�ensemble de dé�nition de la fonction � est ]1;+1 [ car la série de Riemann
P

n>1
1
nx
converge si et seulement

si x > 1 (c�est du cours).
Q2. On utilise le théorème de continuité de la somme d�une série de fonctions :

� Chaque fn est clairement continue sur [a; +1[.

� Soit a 2]1;+1 [ . On a alors : 8n > 1;8x > a; 0 < 1
nx
6 1

na
.

Comme la série
P

n>1
1
na
converge, la série de fonctions

P
n>1

1
nx
converge normalement, donc uniformément

sur [a; +1[.
Donc la fonction � est continue sur l�intervalle [a; +1[, pour tout a > 1.
On en déduit que � est continue sur ]1;+1[.
Q3. (a) Comme 1

nx
= e�x lnn, l�application fn est de classe C1 et par récurrence immédiate sur k on a :

8k 2 N�;8x 2] 1;+1
�
; f (k)n (x) = (� lnn)ke�x lnn = (� lnn)k

nx

(b) On utilise le théorème de dérivation k fois d�une série de fonction, pour tout k 2 N� :

� Chaque fn est clairement de classe C1 sur ]1;+1[,

� Soit a 2]1;+1[. On a alors :

8k 2 N�;8n > 1;8x > a;
��f (k)n (x)

�� 6 (ln(n))k

na
( qui ne dépend pas de x):

Or, par croissances comparées, si � 2]1; a [ , on a : n� � (ln(n))k

na
= (ln(n))k

na�� !
n!+1

0, soit : 0 6 (ln(n))k

na
= O

�
1
n�

�
.

Comme la série de Riemann
P

n>1
1
n�
converge,

par comparaison, la série
+1P
k=1

(ln(n))k

na
converge aussi.

Ainsi la série de fonctions
P

n>1 f
(k)
n converge normalement, donc uniformément, sur [a; +1[.

Ainsi la fonction � est de classe C1 sur l�intervalle [a; +1[ pour tout a > 1, donc sur ]1;+1 [ ; et l�on a :

8k 2 N�8x > 1�(k)(x) =
+1P
n=1

(� ln(n))k
nx

.

Q4. Pour tout x; y tels que 1 < x 6 y, et tout n 2 N�, on a : 1
nx
= e�x lnn > e�y lnn = 1

ny
. Par croissance de la

somation des séries convergentes, on en déduit que �(x) > �(y). Ainsi, la fonction � est décroissante.
Autre idée : d�après Q3. b, on a : 8x > 1� 0(x) =

+1P
n=1

� ln(n)
nx

< 0.

Q5. (a) La fonction � possède une limite �nie en +1 d�après le th. de la limite monotone, car elle est décroissante
et minorée (car positive) sur ]1;+1[.
(b) Comme x > 2, on a nx > n2, donc par sommation (in�nie) d�inégalités larges, on a:

1 =

1X
n=1

1

nx
6 �(x) =

NX
n=1

1

nx
+

+1X
n=N+1

1

nx
6

NX
n=1

1

nx
+

+1X
n=N+1

1

n2
:

(c) Comme lim
x!+1

NP
n=1

1
nx
= 1

�
car 1

nx
! 1 si n = 1 et 1

nx
! 0 si n > 2),

par passage à la limite dans l�inégalité large précédente quand x tend vers +1, on obtient :
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1 6 lim
x!+1

�(x) 6 1 +
+1X

n=N+1

1

n2

Comme limN!+1
+1P

n=N+1

1
n2
= 0 (reste d�un série convergente, en passant à la limite quand N tend vers +1,

par double inégalité, on en déduit lim
x!+1

�(x) = 1.

Remarque : comme on l�a vu en cours, cette limite s�obtient aussi directement en appliquant le théorème de la
double limite.
Q6. Soit h 2]0; +1 [ . L�application t 7! 1

t1+h
étant décroissante et continue sur R�+, on a :

8n 2 N�; 1

n1+h
6
Z n+1

n

dt

th+1
6 1

(n+ 1)1+h
d�où :

1

h
=

Z +1

1

dt

th+1
=

+1X
n=1

Z n+1

n

dt

th+1
6 �(1 + h)

Et :

�(1 + h) =
+1X
n=1

1

nh+1
6 1 +

+1X
n=2

Z n

n�1

dt

th+1
= 1 +

Z +1

1

dt

th+1
= 1 +

1

h
�
h!0

1

h

D�où, par th. d�encadrement pour �(1 + h), on a �(1 + h) �
h!0

1
h
, soit : �(x) �

x!1
1
x�1 .

Q7. Allure de la représentation graphique de �.
Q8. (a) Soit x > 0. La suite réelle

�
1
nx

�
n>1 est décroissante de limite nulle.

Le théorème spécial des séries alternées (CSSA) a¢ rme alors que la série
P

n>1
(�1)n
nx

converge. D�où l�existence
de F .
(b) On utilise le théorème de continuité de la somme d�une série de fonctions:

� Chaque x 7! (�1)n
nx

est clairement continue sur ]0; +1[.

� Posons Rn (x) =
+1P

k=n+1

fk (x).

Le CSSA donne aussi une majoration du reste :

8n 2 N�;8x > 0
�����
+1X

k=n+1

(�1)k
kx

����� 6 1

(n+ 1)x

Ainsi, pour a > 0, on a : 8x > a;
���� +1P
k=n+1

(�1)k
kx

���� 6 1
(n+1)a

(qui ne dépend pas de x )

donc Rn est bornée et kRnk[a+1[1 � 1
(n+1)a

. Comme lim
n!+1

1
(n+1)a

= 0, cela prouve que la série de fonctions continuesP
n>1(�1)nfn converge uniformément sur [a;+1[.

Donc F est continue sur tout intervalle [a; +1 [ , donc sur R�+ (car a est arbitrairement choisi dans R�+ ).
(c) Soit x > 1. On a :

�(x) + F (x) =

+1X
k=1

1 + (�1)k
kx

=

+1X
n=1

2

(2n)x
= 21�x

+1X
n=1

1

nx
= 21�x�(x)

où la deuxième égalité s�obtient car 1 + (�1)k =
�
0 si k est impair
2 si k est pair

en éliminant les termes nuls de la série

lacunaire.
(d) Ainsi F (x) = �(x) (�1 + 21�x) !

x!+1
�1,

car lim
x!+1

�(x) = 1 (cf. Q5) et lim
x!+1

21�x = 0.
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Fonction Gamma

Q1a. - La fonction t 7! tx�1e�t est continue par morceaux sur ]0;+1[.
� En 0 , on a : tx�1e�t �

t!0
1

t1�x et t 7!
1

t1�x intégrable en 0 ssi 1� x < 1, soit x > 0, d�où l�intégrabilité en 0 , par
théorème de comparaison.
� En +1, par croissances. comparées, on a tx�1e�t =

t!+1
O
�
1
t2

�
; or t 7! 1

t2
intégrable en +1, d�où l�intégrabilité

en +1, par théorème de comparaison.
Q1b Appliquons le th de continuité avec A = [a; b] (0 < a < b).
� Pour tout x > 0, la fonction t 7! f(x; t) est CPM sur ]0;+1[
� Pour tout t > 0 la fonction x 7! f(x; t) est continue [a; b].
� Domination:

8x 2 [a; b]; jf(x; t)j 6 'a;b(t) =
(
tb�1e�t si t > 1

ta�1 si t 6 1

Et 'a;b est intégrable sur ]0;+1[ car
� 'a;b est CPM sur ]0;+1[;
� 'a;b est intégrable en +1 car, ' (t) =

x!+1
o
�
1
t2

�
� 'a;b est intégrable en 0 car ta�1 =

1

t1�a
Q2. Par intégration par parties :

�(x+ 1) =
�
�xt1�xe�t

�t!+1
t!0 �

Z +1

0

�xt1�xe�t = 0 + x�(x);

par croissances comparées.
Q3. On utilise le théorème de dérivation d�une intégrale à paramètre avec f(x; t) = tx�1e�t :
Si 0 < a < b posons A = [a; b]
� Pour tout x > 0, la fonction t 7! f(x; t) est intégrable d�après la question 1 .
� Pour tout t > 0 la fonction x 7! f(x; t) est de classe C1 sur ]0;+1[.
� @f
@x
existe et pour tout t > 0 la fonction x 7! @f

@x
(x; t) = (ln t)tx�1e�t est CPM sur ]0;+1[.

� Pour tout segment [a; b] �]0;+1[, on a :

8x 2 [a; b];
����@f@x (x; t)

���� 6 'a;b(t) =
(
j ln tjtb�1e�t si t > 1

ta�1j ln tj si t 6 1

Et 'a;b est intégrable sur ]0;+1[ car

� 'a;b est Cmor sur ]0;+1[;

� 'a;b est intégrable en +1 car, en utilisant que ln (t) =
x!+1

o (t) on a

(ln t)tb�1e�t =
x!+1

o
�
tbe�t

�
= o

�
1
t2

�
et 2 > 1.

� 'a;b est intégrable en 0 car ta�1j ln tj =
x!0

j ln tj
t1�a

avec 1� a < 1.

Si 1� a < � < 1,
j ln tj
t1�a
1
t�

= t��(1��)j ln tj !
t!0

0 donc
j ln tj
t1�a

= =
x!+1

o
�
1
t�

�
et � < 1 avec t 7! 1

t�
intégrable sur

]0; 1] car � < 1.

Donc ' est de classe C1 sur [a; b] pour tout a; b, donc sur R�+, et l�on obtient la formule pour �0(x) de l�énoncé.
Q4. Soit x > 0. La fonction t 7�! (ln t)2tx�1e�t est positive.
Donc par croissance de l�intégration, on a : 8x > 0;�00(x) > 0.
Comme t 7�! (ln t)2tx�1e�t est positive et continue, si l�on avait �00(x) = 0, alors la fonction t 7�! (ln t)2tx�1e�t
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serait nulle sur R�+, ce qui n�est pas le cas.
Donc : 8x > 0;�00(x) > 0.
Q5. Par calcul de primitive, on a �(1) = 1. D�après Q2, on en déduit que �(2) = 1.
De plus la fonction � est continue sur [1; 2] et dérivable sur ]1; 2[.
Donc le théorème de Rolle assure alors l�existence d�un réel � 2]1; 2 [ tel que �0(�) = 0.
Q6.

x 0 � +1
�00(x) jj + + +
�0(x) jj % 0 %

jj - +
� jj & � (�) %

Q7. Comme � est C2 sur ]0;+1[, elle est continue en 1 , donc �(x+ 1) !
x!0

�(1) = 1.

Ainsi, au voisinage de 0 , on a �(x) = �(x+1)
x

�
x!0+

1
x
= 1

x
, donc limx!0+ �(x) = +1.

Au voisinage de +1, la fonction � est croissante donc, d�après le théorème de la limite monotone, elle admet une
limite, �nie ou +1.
Or, pour n 2 N�;�(n) = (n� 1) ! a pour limite +1, donc on a lim

x!+1
�(x) = +1.

Q8. - On applique le théorème de convergence dominée sur l�intervalle ]0;+1[ à la suite de fonction (gn) dé�nie
par :

gn(t) =

(
tx�1

�
1� t

n

�n
si 0 < t 6 n

0 si t > n

� Pour tout n; gn est continue par morceaux sur ]0;+1[ (continue en fait, même en t = n ).

� Classiquement, on a limn!+1
�
1� t

n

�n
= e�t donc (gn) converge simplement sur I vers la fonction t 7!

tx�1e�t.

� On a : n ln
�
1� t

n

�
6 �t (inégalité de convexité), donc jgn(t)j = gn(t) 6 tx�1e�t qui est intégrable sur

]0;+1[ (puisque positive et son intégrale est �(x) ).
Donc le théorème donne : limn!+1 In(x) = �(x).

� Pour tout k 2 [[0; n]] on pose Jk =
R n
0
tx�1+k

�
1� t

n

�n�k
dt.

Par intégration par partie, on a :

Jk =

Z n

0

tx�1+k
�
1� t

n

�n�k
dt

=

"
tx+k

x+ k

�
1� t

n

�n�k�1#t=n
t!0

+
n� k
n(x+ k)

Z n

0

tx+k
�
1� t

n

�n�k�1
dt

=
n� k
n(x+ k)

Jk+1

Donc par récurrence sur k, on a : In(x) = J0 = n!
nn�x(x+1)���(x+n�1)Jn.

Or, par calcul de primitive, on a Jn =
R n
0
tx�1+n dt = nx+n

x+n
.

Donc : In(x) = n!nx

x(x+1)���(x+n) .

D�où le résultat voulu : limn!+1
n!nx

x(x+1)���(x+n) = �(x).
Q9. Pour tout t > 0, d�après le développement en série entière de 1

1�u valable si u 2]� 1; 1[, on a :7



tx�1

ex � 1 =
tx�1

et
� 1

1� e�t =
+1X
n=0

tx�1e�(n+1)t

On applique alors le théorème d�intégration terme à terme pour la série fonctions dé�nies par fn(t) =
tx�1e�(n+1)t sur l�intervalle I =] 0;+1[ avec

� Chaque fonction fn est intégrable sur I car, par changement de variable u = (n + 1)t - licite car a¢ ne -
l�intégrale

R
I
jfnj =

R
I
fn est de même nature (et égale en cas de convergence) à l�intégrale suivante :

Z +1

0

ux�1

(n+ 1)x�1
e�u

du

n+ 1
=

1

(n+ 1)x
�(x)

Or on sait que l�intégrale �(x) converge bien pour x > 0.

� La série de fonction
+1P
k=1

fn converge simplement sur I vers la fonction S : t 7! tx�1

ex�1 Comme on l�a vu au

début.

� La fonction S est continue par morceaux sur I (car continue).

� la série de terme général
R +1
0

jfn(t)j dt = 1
(n+1)x

�(x) converge car c�est une série de Riemann avec x > 1.
Donc le théorème donne :

Z +1

0

tx�1

ex � 1 dt =
+1X
n=0

Z +1

0

fn(t)dt =
+1X
n=0

1

(n+ 1)x
�(x) = �(x)�(x)

Q10 idem Q3 avec ln (t)k tx�1e�t à dominer.
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