DM 18 pour le 16 mars 2026

Exercice 1 On pose, pour x réel, F (z) = f0+°o sin (tx) e dt.
1. Montrer que la fonction F'.est définie et continue sur R.

2. Montrer que la fonction F.est de classe C' sur R. Montrer que F' (z) = % —

+oo
3. Soit l’équation différentielle (£) : 2y’ (x) + zy () = 1. On pose g(x) = Y a,a™ et on suppose la série
n=0

entiere de rayon R > 0.

(a) A quelle condition sur les coefficients a, la fonction g vérifie-t-elle I’équation (£) sur |—R, R].
(b) On suppose que g vérifie l’équation différentielle (£). Exprimer a, en fonction de n.

(c) En déduire que F' est développable en série entiére sur R et préciser ce développement.

Probléme

Notations
On note :
C(R) le C-espace vectoriel des fonctions continues de R dans C.
Cy(R) le sous-espace vectoriel de C'(R) constitué des fonctions bornées appartenant a C(R).
L'(R) le sous-espace vectoriel de C(R) constitué des fonctions intégrables sur R et appartenant a C'(R).
L*(R) le sous-espace vectoriel de C(R) constitué des fonctions de carré intégrable sur R et appartenant a C(R).
Pour toute fonction f de C,(R), on pose || fllooc = sup,er | f(t)]-
Pour toute fonction f de L'(R), on pose || f|l1 = [ | f(¢)|dt.

Pour toute fonction f de L*(R), on pose || fll2 = 1/ [g |[(t)]? dt.

On admet que ces expressions définissent des normes sur les espaces en question.
Soit f,g € C(R). Lorsque la fonction ¢t — f(t)g(x — t) est intégrable sur R, on pose

(f * g)(x) = / f(Hg(e — tyat

La fonction f * g est appelée produit de convolution de f par g.

I Généralités
Q 1 Soit f € LY(R), g € Cy(R).
a Montrer que f * g est définie et bornée sur R.

b Justifier que || f  glloo < [|gllcoll.f[l1-

Q 2 Soit (f,g) € (€ L*(R))".
Montrer que f x g est définie et bornée sur R et que || f * glloo < || fll2 X |lg]|2-

Q 3 Dans cette question, l’espace Cyp(R) est supposé muni de la norme |||| .

Soit f € L*(R). On considére lapplication ¢ : { .
fe Ll (R) pp ¢ g Frg
Montrer que ¢ est linéaire et continue.

Q 4 Soient f,g € C(R) telles que f * g(x) soit défini pour tout réel x. Montrer que fxg = g=x* f.
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II Continuité, dérivabilité, séries de Fourier

Soit f € LY(R) et g € Cy(R).

Q 5 Montrer que f x g est continue.

Q 6 Montrer que si g est lipschitzienne sur R, alors f % g est lipschitzienne sur R.

Q 7 Soit k un entier naturel non nul.

On suppose que g est de classe C* sur R et que toutes ses fonctions dérivées, jusqu’a l'ordre k, sont bornées sur
R.
Montrer que f * g est de classe C* sur R et montrer que (f * g)® = f g,
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Q 8 0n suppose que ¥t € R, g (t)
+o0 .
a Déterminer une famille (c,), oy telle Vt € R, g (t) = > c.e™.
n=0
+oo )
b En déduire une famille (c),),cy telle Vo € R, fxg(x) = > .
n=0

III Un pas vers le théoréme de Stone Weierstrass
Pour tout entier naturel n, on note h,, la fonction définie sur [ —1,1 | par

(-2

halt) =

et nulle en dehors de [—1, 1], le réel \, étant donné par la formule

1
)\n:/ (1—t*)" at

1

Q 9 Montrer que pour tout € > 0, f_+11 [t b (t) dt < 2(1 —&2)" + 2e.
Q 10 En déduire que nEI}_loo fjll t| b, (1) dt = 0.

On considére f : —R — R une fonction lipschitzienne de rapport K > 0.

On suppose que Vt ¢ [—%, %}, f () =0o.

Q 11 f x h,, est une fonction polynomiale sur l'intervalle [—%, %} et est nulle en dehors de lintervalle [—%, %]

Q 12 Montrer que la suite de fonction (f * h,) converge uniformément vers f.sur R.

On peut, en affinant ce qui a été fait dans cette partie, montrer le théoréme de Stone Weierstrass:
Toute fonction continue sur un segement est limite uniforme d’une suite de polynomes.



Correction.
Correction de 'exercice 1:

1. Posons f (x,t) = sin (tz) e *.
Soit x réel fixé. La fonction ¢ +— f (z,t) est continue par morceaux sur [0, +o0/.
Soit t € [0, +oo[ fixé. La fonction = — f (z,t) est continue sur R
1f (z,t)] < e = ¢ (t).et o est continue par morceaux sur [0, 400 et intégrable car ¢ () = 0;— 400 (%)
donc F.est définie et continue sur R.

2. De méme
Soit x réel fixé. La fonction ¢ — f (z,t) est continue par morceaux sur [0, +o0/.

La fonction f admet une dérivée partielle —— (x,t) = —t cos (tz) e "’

oz
0
Soit x réel fixé. La fonction t — 8_f (x,t) est continue par morceaux sur [0, 400].
x
Soit ¢ € [0, +o0[ fixé. La fonction x +— p (x,t) est continue sur R
x

0

‘8£ (z, t)‘ < te " = ¢ (t).et ¢ est continue par morceaux sur [0, 400 et intégrable car ¢ () = 0;— o0 (%)
donc F.est de classe C! sur R.et I ( fo —tcos (tx)e ~*dt. On effectue une intégration par parties (sous

+
réserve de limites finies) F (z fo —tcos (tx) e 'dt = |1 cos(tz) e‘t2]0 LI asin (tr) e P dt =

+o0
3. Soit I’équation différentielle (£) : 2y’ (z) +xy (x) = 1. On pose g () = > a,z" et on suppose la série entiere
n=0
de rayon R > 0.
+o00
(a) On peut dériver une série entiere sur |—R, R[: g(z) = Y na,z" ! donc la fonction g vérifie (£) si et
n=1

+oo +oo +oo +o0 too
seulement si 2 Z na,z" '+ Z a,z" = 1s0it 2 Y na," 1+ a,z"™ =1s0it 2 > (n+ 1) a, 12"+
n=1 n=0 n=0

Z ap_12" = 1 soit 2a; + Z (2(n+1)aps1 + an—1)x™ = 1 soit, par unicité du développement en série

n=1
entiére, alzlet VnEN* 2(n+1)aps1 + ap_1 = 0 soit Vn € N, 2(n+2)ayi2 + a, = 0 soit
an
PR A2n—2 2 A2n—4
(b) On en déduit que ay 2 2n) (—1) 2@n)2(n—2)
n Qo n Qo0
g —1 — _]- M
( )2(2n)><2><2(n—1)><---><2><2><1 ( )22”n!
De méme agy ) = ——2"1 (-1)? @2n-3 == (=1)" a1
T 220+ 1) 2(2n+1)2(2n—1) 202n+1)22n—1) x --- x 2
a; (2n) x2(n—1) x -+ x 2 n o an! n n!
d i = (=12 SR L —
one azni1 = (=1)" 57 2n + 1) S Gy s TR S Y g o

(c) La fonction F est solution de (£) et vérifie ' (0) = 0. Une solution de (£) développable en série entiére

. n! . .

vérifie donc ag = 0 et donc Vn € N ag, = 0 et ag, 1 = (—1)" m Déterminons le rayon de

n !

2n+3 2
L. . QA2n+3T x L.

convergence de la série entiere ) A1t On a | — | = il — 100 0 < 1 donc la série

a2p4+1T n+ 2n+ 3

400

3" 9122t converge pour tout x. La fonction g (z) = Y ag, 122" vérifie (€) sur R et g (0) = 0

n=0
donc d’apres le théoréme de Cauchy, g = F dé)nc I est développable en série entiére sur R.



Correction du probléme
R 1 Soit f € LY(R), g € Cy(R).

a On aVx,t € R |f(t)g(x —t)] < |f(O)||gllo , or f est intégrable sur R, donc par comparaison Yz € R, la
fonction t — f(t)g(xz —t) est intégrable sur R, ce qui assure la définition de f * g dans R.

b De plus, |(f * g)(@)| = | [27 f(t)g(x — )dt| < [27|f(D)gle =) dt < [ fDllgllocdt = glloollf]l1 done
1 * glloe < llgllsollf1-

R 2 Soit x € R. Posons g, (t) = g (z —t). La fonction g, est continue car g l’est et le changement de variable
affine u : t — x —t donne (sous réserve de convergence) [ g*(x — t)dt = [ —g*(u)dt = [ g2 (w)du qui
converge par hypothése donc g, € L*(R) et linégalité de Cauchy-Schwarz dans L*(R) avec le produit scalaire
(fl9) = Ja fg donne

|(fx g)(@)] = [(flge)l < I fll2 X lgallz = F1l2 % [lgll2-

R 3 Soit f € L'(R)

Prenons gy, g2 dans Cy(R).et A\j,\y des complezes.

Soit # € R. ¢ (A1g1 + Aago) () = [ * (Ag1 + Aaga) ( f+°°f ) (A1g1 + Aago) (z — t)dt = Ny fj;o fH)gi(x —
t)dt + Ao fj;o f(t)ga(x — t)dt par linéarité de | zntegmle.

On a donc ¢ (A1g1 + A2g2) () = M f x g1 () + Xaf * g2 () = Mo (91) (x) + X2 (92) (), égalité vraie pour tout x
donc

® (A1g1 + Aaga) = M@ (g1) (x) + A2 (g2) donc ¢ est linéaire.
De plus, d’aprés la premiére question ||¢(9) ||oc < [|fll1 X ||9llc €t ¢ est linéaire donc ||¢ (g1) — ¢ (92) ||oc =

|0 (1 — 92) llo < || f]l1 X [|g1 — g2llco donc ¢ est lipschitzienne de rapport || f||1 donc continue.

R 4 Soit x € R. le changement de variable affine u : t — x —t donne f * g(x f+°°f (x — t)dt =
f;;o —f(z —u)g(u)du = fj;o f(z —u)g(u)du donc g = f (x) existe pour tout = et et f xg=gx*f.

R 5 Appliquons le théoréme de continuité:

o (z,t) — f(t)g(x —t) est continue sur R?.

o V(z,t) € R, |f(t)g(z — )| < |lglleol f(£)] = ©(t), ¢ est intégrable sur R.

o Ainsi les hypothéses du théoréme de continuité sous le signe intégrale sont vérifiées, ce qui assure la continuité

de fxg.

R 6 Par linéarité de l'intégrale et inégalité triangulaire,

onalfxg(y)—fxg(x)= )ff;f F(t) (gl =) — gy — 1)) dt‘ < [S 1O % lgla = 1) = gly — D) dt.

Si g est K-lipschitzienne sur R, |g(z —t) —g(y —t)] < K X |z —y| donc |fxg(y) — f*g(z)] < K x |x —y| x
+o0

SO 1f(@)]dt.

alors f x g est lipschitzienne sur R de rapport K x f f(t)|dt.

R 7 Appliquons la version "C* "du théoréme de dérivation sous [. Posons u(x,t) = f(t)g(z — 1)
oV € R, t — u(x,t) est continue sur R.

P
oVt e R, x+—— u(x,t) est de classe C* sur R et % (z,t) = f(t)g® (x —t) (qui est CPM sur R)
oP
e Domination: ¥ (z,t) € R?, Vp € [[0, k]], |a—;:(f(t)g($ =) =1ft)gP(z = )] < 9P|l f ()] = 0,(1), et i, est
intégrable sur R.
Donc f * g est de classe C* et on a
Vo € R, Vp € [[0.k]], (f*9)"(2) = [T f(t)g® (@ — t)dt = (f = g»)) (x).

1
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R 8 0On suppose que ¥Vt € R, g (t) =



OnaVteR, g(t) = —— = L1 12‘” '\ *Z” L e K% 1
a Ona = — = — = et = 3" ce™ avec ¢, = ——.
9 2 + eit 2 2.2 =5 on+1 =0 on+1
1+
2
too oo .
b Soitz € R (fixé). On a (fxg)(z f ft)g(z—t)dt = f+oo f(t Z cne™ @t dt = fjoo 3 f(t)e,e™®D dt.
=0 n=0
Posons u, (t) = f(t)cnem(l’_t) et appliquons le théoréme dinterversion série intégrale sur un intervalle

quelconque:

e Pour tout n € N, u,, est CPM car [ Uest et |u, (t)| = |f(t)ca| < |f (t)| et [ est intégrable sur R donc u,
est est intégrable sur R.

e La série de fonctions »_ u, converge simplement sur R (découle du a)et a pour somme t — f(t)g(z —t)

qui est CPM sur R.

1
o On a [y|unl = |cul 5 |f] et la série Y ¢, converge (géométrique de raison 5) done la série Y [ [uq]
converge.
oo 4 .
On en déduit (f = g)( Z f+°° U, ( Z f+°° f(t)c,e™==D dt = 3 <f_+;° f(t)cne*m(t).dt> X e,
n=0

Le résultat en découle avec ¢, = fj;o f( ) Cne —m(t)dt

R 9 On af |t] hn, (t) dt < f; hy, (t)dt et sit > € alors (1 — t?)" < (1 —¢&2?)" donc fel [t/ hy () dt < (1 —¢)(1—e%)" <
(1—¢e2)"

Par parité, [~ |t|hy (t)dt < (1 —€?)"

De plus, [~ |t| hy () dt < 2e car |t] by, (t) < 1.

On en déduit que fjll t| b (t) dt.< 2 (1 — )" + 2¢.

R 10 Ona lim 2(1—¢%)" donc il existe un rang ng & partir duquel 2 (1 — &2)" < e.

n—-4oo

Pourn > ng, on a0 < fjll |t| hy, () dt < 3e.

Or e > 0 étant quelconque, 3¢ est aussi une réel strictement positif quelconque donc nl_lgloo f_+11 [t| by (t)dt =0

R 11 e Ona (f * f+oof n(z—t)dt = f f(@&)hy(x — t)dt.
Si x> g ette’[—%,%} alors v —t > 1 donc hy(x —t) = 0. De méme si v < —g.
11 00 1 11 11
o Vz € [— 3 2] (fxha)(@) = [T f()hn(z — t)dt = f_élf(t)hn(x—t)dt. 0T$E[—§,§] ette[—§,§] entraine
2
quew—te[ ]donc

En applzquant la formule du binome deux fois (ot en procédant par récurrence sur m) il existe des fonctions
polynomiales aq, . . . , as, vérifiant

Vi € [_%7 %]7 (1—(z—t)2)" = 22% ax(t)x*, done (fxhy)(z) 2n ( f f(t) > ) | 2%, donc fxh, est polynomiale
11 .

sur [— 3 2]

R 12 Soitz € R. Ona (fxhy)(@)—f () = [ fla—t)hn(t)dt— f (x) = [T flx—t)hn(t)dt— [T F(@)ha(t)dt

car f_Jr;o hy(t)dt = 1.

On en déduit que |(f * h)(z) — f ()] = | [* (f(x — 1) — (@) x m(t)dt\ < I = ) — £ () o) dt <
K [T20t] x ho(t)dt (car hy, >0).

L’inégalité étant vraie pour tout réel x, la fonction f * h, — f est bornée et || f * h, — f||., < K fj;o |t| X h,(t)dt.

On a donc bien d’aprés la question 10, hrf Ilf *h, — fl| =0 ce qui permet de conclure.
n—-+:oo
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