Révisions d’algebre linéaire (1) conneorio

Exercice 1 Voir cours
Exercice 2 Voir cours
Exercice 3 Soit A € M,, (R). Montrer que si sp(A) C Ry, alors det (A) > 0.

Solution de l’exercice:
Soit A1, ..., Ag les valeurs propres de A (répétées avec multiplicité)
Comme x4 € R[X], si pu est une valeur propre complexe non réelle de A, alors i est une valeur propre complexe de A de méme
multiplicité que p.
Considérons les valeurs propres complexes non réelles de A (répétées avec multiplicité): pq, iy, - . ., th, By (C’est possible car p € sp(A)
avec multiplicité m < 1 € sp(A) avec multiplicité m

k r
On a x4 scindé dans C[X] donc det (A) = [T A [] p; x 57 > 0 car p; X iy = |,uj|2 > 0.
=1  j=1

—4 4 —4
Exercice 4 Onpose A= —4 4 4
-8 8 0

1. Calculer le polynéome caractéristique de A.

0 0 0
2. Déterminer une matrice P € GL3 (R) telle que P"'AP=| 0 8 0 =D.
0 -0 -8

3. Déterminer 9 matrices de M3 (C) vérifiant M3 = A.
4. Soit M € M3 (R). On suppose que M3 = A. et on pose M' = P~1MP.

(a) Montrer que M'D = DM'. En déduire que M’ est diagonale.
(b) Que peut-on en déduire?
Solution de ’exercice:

r+4 —4 4 z+8 —4 4 1 -4 4 1 -4 4
1. x4 (2) = 4 r—4 —4 | = 0 r—4 —4|=(x+8)|0 z+4 —4|=x+8)|0 z—4 —4
8 -8 r+8 -8 T 1 -8 T 0 -4 =xz-4

vect (Usz) et E_g (A) = vect (Us) avec

1 0 O 0
doncsi P= | 1 alors P7'AP=| 0 8 0 =D
0 0 -0 -8
0 O 0
3. Posons A, o, = 0 2 0 avec &; € Uz = {1,5,52}. On a (2¢;)” = 8 donc (A., ;)" = D.
0 0 —2¢e

Posons M., ., = P A, .,P~'. Ona (M., .,)* = (PA., ,P~)° = P(A.,.,)" P~' = PDP~! = A.
Il y a 3 possibilités pour €1 et 3 donc 9 possibilités pour A, ., donc pour M,

1,€2

4. Réciproquement
Si M3 = A alors MA=M*=AM
MA=AM < P 'MAP = P"'AMP & (PflMP) (PilAP) = (P*IAP) (PilMP) < M'D=DM'.

a d g 0 0 0 0 8d —8g 0O 0 0 0 8d -8
SiM' = b e h 0 8 0 =| 0 8 —8h |alorsDM' = 8b 8e 8h eteM'D=| 0 8 —8h
¢ f i 0 -0 -8 0 8f -8 8¢ —8f -8 0 8f -8



donc M'D=DM' &d=g=b=c=0et 8f = —8f et 8 = —8i & M’ diagonale.
a 0 0\° a® 0 0 ' g
Or 0 g 0 = 0 B8 0 et ﬁ3:8(:>,63:23<:><2) @56[[}3‘ (idem pour v) donc M’ est une des matrice
00 ~ 0 0 A

A;, ¢, de la question précédente.
Exercice 5 Soit A € M,, (R).et B € GL, € M,, (R).
1. Soit X € M,, 1 (R). Montrer que si X est vecteur propre de AB alors BX est veccteur propre de BA.

2. Montrer que si AB est diagonalisable, alors BA est diagonalisable.

Solution de 1’exercice:

1. Soit A € sp(AB) et X € M,, 1 (R) un vecteur propre associé.
On a ABX = AX.donc (BA) BX = B(AX) = ABX donc (BA) BX = A(BX).
Or B est inversible donc BX # 0 donc BX est vecteur propre associé a BA.

2. AB est diagonalisable. Soit (X7,...,X,,) une base de M,, 1 (R) formée de vecteur propres de AB.
Or ¢ : X — BX est un isomorphisme donc La famille (BXq,...,BX,,) est une base de M,, 1 (R) formée d’apres a de vecteurs
propres de BA donc BA est diagonalisable.

a b a b

b b a
Exercice 6 Soit (a,b) € R?, |a] # [b| et n > 2. On pose A= | :

a b a b

b b a

2n

1. Montrer que A est diagonalisable.
2. Diagonaliser A.
Solution de 1’exercice:

1. A est symétrique réelle donc diagonalisable

2. & (C1,C%) librecar‘ Z Z ‘—asz#Oet

Corp+1 = C1 et Copo = Co donc rg (A) = 2. donc dim (ker (4)) = 2n — 2.
Soit f canoniquement associée a A et (eq,...,ea,) la base canonique de R?".
Cg]H_l = Cl donc f (€2k+1 — 61) =0

Cgk+2 = CQ donc f (62k+2 — 62) =0

-1 0 -1 0
0 -1 0 -1
donc 8 , (1) e O , 0 est une famille de 2n — 2 vecteurs échelonnés de ker (A) donc libre donc
0 0
: : 1 0
0 0 0 1
base de ker (A) = Ep (A).
1 1
e Al ¢ | =n(a+b)| | et Ay =n(a+b)#0 car|a| # [b|
1 1

e Avec la trace, la derniére valeur propre est Ao = n(a —b) # 0.
En examinant la ligne 1 et 2k + 1 du systéme AX = A2 X, on obtient 1 = zogy1
En examinant la ligne 2 et 2k + 2 du systéme AX = Ay X, on obtient zo = zop 2.

En injectant dans la premiére ligne, on obtient 9 = —x; donc est vecteur propre associé a As.




Comme dim (Ey (A)) = 2n — 2, on a dim (E), (4)) = dim (E), (4)) = 1.
On en déduit une base de vecteurs propres et une matrice P qui diagonalise A.

Exercice 7 Soit A € M,, (R)°.

1.

On suppose que A € S;7 (R). Montrer que Vi € [[1,n]], a;; > 0.

2. Montrer que S, (R) est une partie conveze fermée de M,, (R).

Solution de 1’exercice:

1.

2.

fait en exercice de cours: utiliser a;; = (f (e;) |e;) avec f canoniquement associé a A et (eq, ..., e,) base canonique de R".

Convexité: Soit (4, B) € S;F (R) et t € [0,1].

e (tA+(1—t)B)" =tAT + (1 —t) BT =tA+ (1 —t) B donc tA + (1 — t) B est symétrique.

esi X € M, 1 (R)alors XT (tA+(1—t)B) X =tXTAXT + (1 -t) XTBX >0 car (A,B) € S,/ (R) et t € [0,1] donc ¢t > 0 et
1-t>0.

On en déduit que S;F (R) est une partie convexe de M,, (R).

Caractere fermé: Soit (A,) une suite ;7 (R) qui converge vers A.

. (Ap)T =A,: (R) et pEToo Al = AT car M +— M7 est linéaire dans M, (R) qui est de dimension finie donc, en passant a la

limite dans (R) on a AT = A donc A est symétrique.

esi X € M, 1 (R) alors XTA,X >0:(R) et 1i1_~1_1 XTA,XT = XTAX continuité du produit matricel donc en passant a la
p— T

limite dans (R') on a XTA,X >0

On en déduit que S (R) est une partie fermée de M, (R).

Exercice 8 Soit A € M,, (R) vérifiant A% = 0.
On suppose que My, 1 (R) est muni du produit scalaire usuel.

1.

Montrer que ker (AT + A) = ker (A) Nker (AT).

2. Montrer que ker (AT) = (Im (A)*.

3. Montrer que si si Im (A) = ker (A) alors AT 4 A est inversible

4.

En déduire que AT + A est inversible si et seulement si Im (A) = ker (A).

Solution de 1’exercice

1.

(C) : Soit X € ker (AT +A). On a (AT+A)X = 0 donc A (AT + A) X = 0 donc AATX donc XTAATX = 0 donc
||ATX||2 =0 donc X € ker (AT).
On a donc (AT + A4) X =0 et ATX =0 donc AX =0 donc X € ker (A).

. Soit X € ker (AT).

OnaATX =0

Soit Y € Im(A) : 3T e M1 (R),Y = AT. On a (Y|X) = (AT|X) = (AT)TX =TTATX = (T|ATX) =0.
donc ker (A) C Im (A)™.

On obtient ’égalité des dimensions en utilisant:

e le fait que rg (A) = rg (AT).

e le th du rang appliqué a A.

e Le fait que M,, ; (R) = (Im (4))" & Im (A)

On suppose Im (A) = ker (A).
On a bien {0} = ker (A) N (ker (A))J‘ = ker (A) N (Im (A))J‘ = ker (A) Nker (AT) = ker (A + AT)
donc ker (A + AT) = {0} donc AT + A est inversible (injectivité implique bijectivité our un endomorphisme en dimension finie.

. Supposons AT + A est inversible.

De plus A? = 0 donc Im (A) C ker (A).

D’apreés Q1, ker (A) Nker (A7) = {0} donc ker (A) N (Im (A))* = {0} donc dim (ker (A)) + dim ((Im (A))J‘> < n (propriété des
sous-espaces en somme directe).

On a donc dim (ker (A4)) +n — dim ((Im (A4))) < n donc dim (ker (4)) < dim ((Im (A))).

De plus A% = 0 donc Im (A) C ker (A).

On a donc dim (ker (4)) = dim ((Im (A4))) donc ker (4) < Im (A)

Exercice 9 Soit A € M,, (R) et B la matrice définie par blocs par B = ( ?4 é” ) € M, (R).
3



1. Exprimer le polynome caractéristique de B a laide de celui de A.

2. On suppose que B est diagonalisable. Montrer que x 4 est scindé et sp (A) C [0, +o0].

3. Montrer que si 0 € sp(A) alors B n'est pas diagonalisable.

4. Soit A € sp(A). On suppose que X\ > 0 et on pose = /X. Montrer que dim (E, (B)) = dim (E_, (B)) = dim (E (A))
5

. Montrer que B est diagonalisable si et seulement si A est diagonalisable et sp (A) C 10, +00].

Solution de I’exercice: Soit A € M,, (R) et B la matrice définie par blocs par B = ( 0 In )

A 0
I, -1, 0 -1, .
1. det (zls, — B) = iA oI —’ A+l ozl (C; — Ci + 2Cpyi pour 1 <14 < n)
det (fL’IQn - B) = (—]_)n 221 4 I_"J:I (01 — _Ci + xC’n+i pour n + 1<i< Qn)
1, 0

—al, @I, — A ‘(CZ' = Cngipour L Sisn)

det (zl, — B) = (=1)" x (=1)" ’
B) = det (I,,) det (2°I,, — A) (déterminant triangulaire par blocs) donc xp (z) = x4 (2?).

det (21, — B)
2. Soit A = |\ € une racine complexe de y 4. On a xp ( |)\|ei‘9/2) = x4 (A\) =0 donc p = /[\|e?/? est une racine complexe de

Xp- Or B est diagonalisable dans M, (R) donc y g est scindé dans R donc p € R donc A € Ry. Toute racine complexe de x 4
est réelle donc x 4 est scindé dans R.

k
3. Supposons 0 € sp(A). Le polynome caractéristique de A est de la forme y, = X [] (X —X;)*. On en déduit x5 =

i=1
k .
X2 H (X2 — i)™ et donc 0 € sp (B) avec une multiplicité 2a.
Soit, ( El, ... E,) la base canonique de M,, 1 (R) et (C;, (4),...,C;,. (A)) une base de I’espace engendré par les colonnes de A
La famille (( > , ( En ) , < On1 ) . ( >> est une base de I'espace engendré par les colonnes de B
On 1 CL] (A)
donc rg (B) =n —|— rg (A) donc par le théoréme du rang, dlm Eo B))=2n—rg(B) =n—rg(A) =dim(Ey(4)) < a donc
dim (Ey (B)) < 2a donc B n’est pas diagonalisable.
Xy
4. Posons X = ( X avec X; € M, 1 (R).
2
_ X5 _ X9 o X1 XQZMXl X, € E)y (A)
On a BX = < AX, > doncBX-uX@( AX, )—u( X, )(:){ AX, = 112X, & Xy = puXy
Soit k = dim (E) (A)) et (Uy,...Uy) une base de E) (A4).
La famille (< H% ) Yoy ( ,LL({}C )> est une base de k vecteur propre de B associés & p donc et dim (E, (B)) = dim (E) (4)).
1 k

On obtient de méme que dim (E_,, (B)) = dim (Ej (A)).

5. (=) déja vu.
Supposons A diagonalisable et sp (A4) C |0, +o0].
>, dim(Ey(A)) =net A# 0= pu# —pdonc dim (E, (B)) +dim (E_, (B)) = 2dim (E) (A)).

A€sp(A)

En sommant sur tout les A dans sp (A), on obtient que > dim(E,(B)) >2 > dim(E) (A)) = 2n donc B est diago-
v€sp(B) A€sp(A)

nalisable.

Exercice 10 Soit E un espace vectoriel sur C non réduit o {0} et f un endomorphisme de E.
1. Montrer que f admet un vecteur propre.
2. Soit F # {0} un sous-espace stable par f. Montrer que f admet un vecteur propre.appartenant & F.
3. Soit (A, B) € M,, (C)>. On suppose que AB = 0.

(a) Montrer que les matrices A et B ont un vecteur propre commun.

(b) Montrer que A et B sont trigonalisables dans une méme base.
Solution de I’exercice:

1. x; € C[X] donc est scindé donc sp (f) # 0.



2. F étant stable par f, on peut appliquer Q1 a ’endomorphisme fg induit par f sur F'.

Il existe donc A € C et x € F' vérifiant {

x#0
fr(z)=f(z)= Xz

3. On suppose que AB = 0.

(a)

Soit f et g les endomorphismes canoniquement associés respectivement a A et B.

Si Im (g) = {0} alors g = 0 tout vecteur de E est vecteur propre de g.

Un vecteur propre de f est vecteur propre commun de f et g donc de A et B.

Sinon

Ona fog=0donc Im(g) Cker(f): Ve € Im(g), f(z) =z = Oz.

De plus, Im (g) est stable par g donc d’aprés Q2, il existe A € C et € Im (g) tels que z Z 0 et g(z) = \x
On a donc x vecteur propre commun & f et g soit 4 A et B.

Montrons par récurrence finie sur n € N* qu’il exste P € GL,, (C) et Ty, Tp triangulaires supérieures telles que

P 'AP =Ty et P"'BP =Tp.

C’est vrai pour n = 1 toute matrice est triangulaire supérieure.

Soit n > 1. Supposons la propriété vraie au rang n.

Soit t (A, B) € M1 (C)*. On suppose que AB = 0.

Soit P; la matrice de passage de la base canonique vers une base de premier vecteur un vecteur propre commun a A et B.

- AL B I
On a donc A" = P, 7' AP; = (T‘T11> et B'= P 'BP, = <%Biz).

On a AB =0 donc A'B' = PLAP~'P,BP~' = PLABP; ' = 0.

_ )\‘Ll M‘Lg _ )\,u‘L o A | M
OrAIB,_(0A1>X<OBl)_<O ‘AlBl etB/A/— 0 BlAl .

On en déduit que A1 By = B1A; et Ay et By sont de taille n.
D’apres (HR), AP; telle que P2_1A1P2 =Ty, et P2_1BlP2 = Tp, avec Ty et Tz triangulaires supérieures.

1
Posons Q = ( (1) (])3 ) Le calcul par bloc donne que ( ‘ 0 ) ( 1 ‘ 0 > = I,4+1 donc @ est inversible et
2

0Pt 0] P
110
-1 _
= (gr7r)
_ 1|0 ALy L]0 AL AL . : -
1A — _ _ _
QAQ = ( 0 ‘ P{l )( 0 ‘ a4 )<0 ‘ 2 = 0[P, AP = 0 | Ta, = T4 triangulaire supérieur

et on peit faire la méme chose avec B’.
Or A" = P71AP; donc Q7 'P,'APQ = (P1Q) "'A(P1Q) = T4 et méme chose avec B ce qui achéve la récurrence.

Exercice 11 Soit E un espace vectoriel sur C de dimension finie et (u,v) € L (E)* vérifiant uov = v ow.

1. Montrer que si uov = vou alors tout sous-espace propre de u est stable par v (cours)

2. Montrer que si u et v sont diagonalisables alors il existe une base de E constituée de vecteurs propres communs & u et v.

Solution de 1’exercice:

1.
2.

Propriété de cours (dem faite en cours)

Soit A € sp (u).

Le sous espace E) (u) est stable par v donc (d’apres le cours), 'endomorphisme induit par v sur E) (u) est diagonalisable.
Il existe donc une base by de E) (u) formée de vecteurs propres de v.

Soit A1,..., A; les valeurs propres distinctes de u.

k
Comme u est diagonalisable, M,, 1 (R) = @ E}, (u) donc (th de juxtaposition des bases)
i=1

b= (by,,--.,bx,) est une base de M,, 1 (R) formée de vecteurs propres de u et de v.





