TD du 24 mars

Fonctions de plusieurs variables

Exercices 125, 126, 129

Complément sur les séries de fonctions:

10, +oo[ = R
Exercice 1 Le but de l'exercice est d’étudier la fonction f : - Jrz":o (—1)"
=0 T +n
z—1
et de montrer que pour tout x > 0, fol 1——i—tdt = f(z).
1. Montrer que f est définie et continue sur ]0,4o00].
2. Montrer que f est de classe C* sur |0, +o0].
tx—l
3. Pourt € |0,1], on pose g (t) = :
10,1, on pose g (t) = 1
a Justifier l’existence de fol g (t)dt.
+o00
b En utilisant la série géométrique, écrire g (t) sous forme > v, (t) pourt € ]0,1]
n=0

c Fuaire une interversion série intégrale sans la justifer.

4. Fxpliquer pourquoi on ne peut pas appliquer le théoréme d’interversion sur un intervalle quelconque.

5. Expliquer pourquoi on ne peut pas appliquer le théoréme d’interversion sur un segment.
N
6. On pose, pour N € N, Sy (t) = > wuy (t).
n=0
En appliquant le théoréme de convergence dominée a la suite (Sy), prouver le résultat demandé.

tz—l
7. Autre méthode: on pose H (x) = fol 1—+tdt

a Donner une relation entre H (x) et H (x + 1).
b Soit n € N*. Donner une relation entre H (x) et H (x + n).

¢ Retroiver le résultat demandé

Suites de fonctions

Exercice 2 On définit une suite (u,,) de fonctions continues de [0,1] dans R par
Vo € [0,1], up(z) =1 et Vn € N, Vo € [0,1], tng (x) = 1+ [ u, (t — t2) dt.

1. Déterminer les fonctions u; et us.

2. Montrer que pour tout n € N, w,, est définie et continue sur|0, 1].

3. Montrer que pour tout x € [0, 1] et pour tout n € N, 0 < upyq () — up (z) < CESk
1 n !



4. Convergence simple de la suite de fonctions (u,).

(a) Justifier que pour tout x € [0,1] la série > uni1 (x) — u, () converge.

(b) En déduire que la suite de fonctions (u,) converge.simplement sur [0, 1] vers une fonction qu’on notera
u dans la suite.

5. Convergence uniforme de la suite de fonctions (uy,).

(@) @) () < 5 L
a) Montrer que u (x) — u, (x) < —_.
( hme1 (B +1)!

(b) En déduire que la suite de fonctions (u,) converge uniformément sur [0, 1] vers une fonction u non nulle.
6. Propriétés de la fonction u.

(a) Montrer que la fonction u est continue sur [0, 1].
(b) Montrer que Vx € [0,1], u(x) =1+ [J u(t —t*)dt.
(c) en déduire que u est de classe C sur [0,1] et Vo € [0,1], ' (z) = u (z — 2?).



CORRECTION TD 24 mars

Complément sur les séries de fonctions:

(=" 1 1 . .
. O n = ~ptoo — d n d . Util
e Ona [un ()] P +o0 - donc > |up (2)| diverge. Utilisons

1. On pose, pour z > 0, u, () =
CSSA: Soit z > 0 fixé. On a:
- (=) " up (z) = e >0 (sirle alternée)

- N1 (2)] = e <= s |uy, ()| donc la suite (|u, (x)|),cy est décroissante.
- lirf Uy, () = 0.

On en déduit que
- > uy, (x) converge
- la somme f (z) est du signe de ug (x) et |f ()| < |ug ()]

T 1 1
-lereste R, (x) = > wug(x) est du signe de u,41 (2) et |R, (z)] < |upsq (2)]

= < et donc
ki1 r+n+1"n+1

1
HRnHoo = SUP2€0,+00] |Rn (I)’ < n——i-l
On en déduit lir+n | Ryl = 0 donc ) u, converge uniformément sur |0, +o0.

chaque fonction w,, est continue sur |0, +oo[ donc f est est continue sur ]0, +o0|.

2. On applique la généralisation du théoréme de dérivation terme a terme
- chaque u,, est C*°.
- la série de fonctions > u,, converge simplement sur |0, +oo[ (Q1)
- Pour tout k£ € N*, la série de fonctions ) ulP converge uniformément sur 10, +o0l:
-1 — n - n -
) = I (1) (@) done g, () = (<1 (1) (@ 0) % ] (1) = (<1 (1) (-2) ()
_ —1)"F K
Par récurrence, ult) (z) = (=1)" x (=1) (=2) -+ (k) (z + n) ¥ = ()—1+k
(x +n)
k!
(x+n

k : .
converge et » u'?) converge normalement donc uniformément sur 10, +o0l.

(k)

u’ (33)‘ _ (k)

Un

— donc converge donc

<
- pltk

On a

z|

+o00
On en déduit que f est de classe C*® et Yk € N*, f(®) (2) = Y uP () =
n=0

k! ‘

Comme k+1 > 2, >

)l+k )“)—— n}+k' nitk

u

+Zoo (=)™ x k!
n=0 (z+n)t* "
tm—l

14+t

3. Pour x > 0, posons, pour ¢t € ]0,1], g (t) =

1 1
a Onag(t) o t7= = pre et t — pr est intégrable car 1 — z < 1 donc g est intégrable sur |0, 1].

1 —+o00 —+o0 —+00
b pour t € ]0,1], g (t) = tx_ll—(t) =t (=) = 3 (=) T = 3w (1)
-\ n=>0 n=0 n=0
avec vy, (t) = (=1)"t"t* 1

e ]1 = (=1)" et donc :ZOZfol v, () dt = +EOO (=1)"

v T+n n=0 T +n

dt = f (x).

c On a fol v, (8) dt = (—1)" { = f (x) donc

n—+x
r—1

141

si on peut intervertir série et intégrale, on aura montré fo

4. - Premier essai: interversion sur un intervalle quelconque:
1
on a fol |, (B)| dt = —— ~, 100 — €t Y — diverge donc on ne peut pas appliquer le théoréme.
T+n n n 3



5. - Deuxiéme essai: interversion sur le segment [0, 1]: Pas possible car ) v, (1) diverge grossiérement.

6. Troisieme essai: théoréme de convergence dominée:
N
On applique le th de CV dominée a Sy (t) = > (—1)" "ot
n=0
-On a Nhrf Sy (t) = g (t) donc la suite de fonctions (Sx) converge simplement vers g.
— 100

- Sy et g sont continues donc continues par morceaux sur |0, 1] (Pben 0si z < 1).

1 — (=1)NFH gt 14 N+
( 1)—|—t donc |Sy (t)| < tm_1+— < gt

2
1+t — 1+t

- Domination: Sy (t) = t*7! = ¢ (t) qui est

continue et intégrable sur |0, 1]

. 1 1
donc N]iIEOO Jo Sn () dt = [, g (t)dt.

N N +00
Or [} Sy (t)dt = [} > v, (t)dt = n;o [} v, (t) dt donc Jim [ Sndt = n;o [0, () dt.

n=0

+oo
On en déduit fol v, (t) dt = fol g (t)dt, ce qui est correspond a ce qui est demandé.
n=0

tl‘fl
7. Autre méthode: on pose H (z) = [ dt

01 +¢

1

x 1

aOnaH (@) +H(x+1) = foltxfldt: [—} ==,
rl, =

1
bOnaH(az)z;—H(w—l—l)

1 1 1 1
H(z)=-— - H )| =————+H 2
(z) x <x—i—1 (z+ )> x x+1+ (z+2)
1 1 1 1 1 1
H(z)=—-— - H 3) | =—-— - H 3).
(z) x a:+1+(x+2 @+ )) x I+1+£L’+24 (z+3)

n=1(_1)"
Montrons par récurrence que pour tout n € N*: H (z) = (=1)

L +(=1)"x H(z+n): (P).

Vrai pour n = 1.

Supposons H (x) = nz_:l (_1),1 +(-1)" x H(x+mn)

i=0 ‘I' +1 )
Ao H(z) =5 E 4 cayx (2 — @) =5 Y ™ s @4 1).
i=0 I’+’l Tr+n Z':()QJ—'—?;
¢ Appliquons le théoréme de convergence dominée a parametre continu avec I = |0, 1[ et A = [1, +00]
r—1
p h(z,t)=
osons h (x,t) 11

r—1

t
(Hy): t— T est CPM sur [
(Hy): Sit€I,ona lim t*!donc lim h(z,t)=0

r—+00 r—-+00

1
(Hs): V(x,t) € Ax I, |h(z,t)] < —— = ¢ () et ¢ intégrable sur I car continue sur [0, 1].
z—1

1+t
1 . . _
On en déduit que ml_l)IPOOH (x) = [, xl_l&lool tdt =0.

relation entre H (z) et H (z + n).

d z > 0 fixé. Par compostion des limites, on en déduit que lim H (x 4+ n) = 0 donc, en passant a la limite

n—-+o0o
dans (F,), 4
btient 7 (z) = 3 1)
on obtien ) = )
i=0 T +1



Suites de fonctions
Solution de ’exercice:

L Onauw (z)=1+ [ju(t—t*)dt=1+ [J1dt =1+w et

2 .Z'3

up (@) =1+ [Jur (t— 1) dt =1+ [ 1+t —t2dt = 1+x+%—?
2. La fonction g est définie et continue sur [0, 1].

Supposons u,, définie et continue sur [0, 1].

Site€[0,1], alors 0 < t* <t donc 0 < t—t* <1 donct+— u,(t—t?) est définie et continue sur [0, 1] et

x — fox uy, (t — t?) dt est une primitive de cette fonction sur [0,1] donc u,; est définie et de classe C! sur

[0, 1] donc est continue.

21
3. Onaul(m)—uo(x):mzﬁ.
) xn—i—l
Supposons 0 < upiq () — uy, () < .
PP = +1 ( ) ( ) (TL i 1)
On a Uy (2) = Upsr (@) = [ s (8 —82) dt — [ un (=) dt = [ (uns1 — uy) (t — %) dt.
( o tz)n+1 g+l
Par hypothese de récurrence, 0 < (u, 41 — uy,) (t — t2) < AT
s $nt2 x 2
o) déduit " 0dt < uy, —u, < [F—dt= - ,
n en dedult que f[) SU +2($C) (& +1(13>—f0 <n+1)' |:(n+2)|:|0 (n+2)'
n+1
Par récurrence, pour tout n, 0 < w11 () — u, () < (nx+ ik
4. Convergence simple de la suite de fonctions (u,,).
n+1 CL’"+1
(a) La série ) N est convergente et 0 < w41 () — u, () < CEE] donc

la SATP > w41 () — u, (z) converge.
(b) Soit z € [0,1]. Posons S, (z) = En: U1 () — ug ().
k=0

n—1
Ona S, 1(x)= > ups1 () — ug (x) = up, (x) — up (x). La série > u,iq () — uy, (x) converge
k=0

donc la suite (S, (;c)) converge donc la suite (u, (z) — 1) converge donc la suite (u,, (x)) converge.
La suite de fonctions (u,,) converge donc simplement sue [0, 1].

5. Convergence uniforme de la suite de fonctions (u,).

(a) Soit x € [0,1] fixé, n € N fixé et p € N, p > n.

p—1 p—1 p—1 k1
Ona Y upsr (z) —uk (x) = up () —up (x) et . g (7)) —ug () < D -
k=n k=n k=n (k’ + 1)
p=1 gkl
donc u, (z) — u, (z) < G0 et en passant a la limite lorsque p tend vers 400
k=n :

on obtient u () — u, () < < —.
@m0 2 G = 2w
(b) On a0 < upyq () — u, (z) donce la suite ( (x)) est croissante donc u, (z) < u(x).
+oo +oo
On adonc 0 <u(x) —u,(z) < >, il < > — (majoration indépendante de z).
k=n-+1 k' k=n-+1 k!
+oo
On en déduit que |lu — u,|[ < > o reste de Cauchy d’une série convergente
k=n+1 v
400
On a donc limy, 400 k:anH = Oet donc lim |u — uy ||, = 0.



On en déduit que la suite de fonctions (u,) converge uniformément vers u sur [0, 1].
De plus, u () > ug (z) = 1 donc u n’est pas la fonction nulle.

6. Propriétés de la fonction w.

(a)
(b)

La suite de fonctions (u,) converge uniformément vers u sur [0,1] et pour tout n la fonction w, est
continue donc la fonction u est continue.

Soit € [0,1]. Passons & la limite dans I'égalité w,1 (z) =1+ [; u, (¢ — t2) dt.
On a lirf Upt1 () = u(x).

Posons v, (t) = u, (t —t?) et v (t) = u (t — t?). La fonction u, est continue donc v,, est continue.
Pour ¢t € [0, 1], liIJrrl Uy (1) =0 (t) et |v, (£) — v (t)] = |un (t — %) —u(t — *)] < |lup — ull

done [jv, = vf| o, < flun = ull
La suite de fonctions (u,) converge uniformément vers u sur [0, 1] donc lir+n |, — ull, =0
n—-+0oo

donc lim |lv, —v||,, = 0 donc la suite de fonctions (v,) converge uniformément vers v sur [0, 1] donc

n—-+00
sur [0, z].
Par application du théoréme d’interversion limite-intégrale sur le segment [0,z], on a
nEin Jo un (t — %) dt = nlirfoo Jo va(t)dt = [ ngril v (t)dt = [go(t)dt = [Ju(t —*)d

Or hm Unt1 (2) = u(x) donc u (x) = 1+ [ u(t —t?)dt.

n—

La fonctions = +— [ u (t — 1) dt est une primitive de la fonction continue z — u (z — 2?) donc est de
classe C'. On en dedult que u est de classe C! et, en dérivant la relation de la question précédente, que
Vz € [0,1], v (z) = u (z — 2?).



