
TD fonctions de plusieurs variables
vendredi 27 et 28 mars

Exercice 1 Recherche de certaines solutions d�une équation aux dérivées partielles
Soit f : R2 ! R une fonction de classe C2.

On dit que f véri�e l�équation (E) si et seulement si 8 (x; t) 2 R2; @
2f

@x2
(x; t)� @

2f

@t2
(x; t)� 2@f

@t
(x; t) = 0.

On pose g (x; t) = etf (x; t).

1. Justi�er que g est de classe C2.

Montrer que f véri�e (E) si et seulement si 8 (x; t) 2 R2; @
2g

@x2
(x; t) =

@2g

@t2
(x; t)� g (x; t) : (E 0)

2. On pose x (u; v) =
u+ v

2
et t (u; v) =

u� v
2

:

(a) Justifer que ' : (u; v) 7! (x (u; v) ; t (u; v)) est une bijection de R2 dans lui même et préciser '�1.
On pose G = g � '.

(b) Montrer que g véri�e (E 0) si et seulement si 8 (u; v) 2 R2 @2G

@v@u
= �1

4
G (u; v) :

�
E 00
�
.

(c) Soit � et � deux fonctions de R dans R de classe C2 strictement monotones qui ne s�annulent pas.
On suppose que 8 (u; v) 2 R2 G (u; v) = � (u)� � (v).

i. Montrer que si G véri�e
�
E 00
�
, alors la fonction

�0

�
est une fonction constante non nulle.

ii. En déduire qu�il existe un réel non nul k et un réel A tel que G (u; v) = Aekue�
v
4k . Donner une expression de la

fonction f dans ce cas (G étant dé�nie à partir de f comme indiqué précédement dans l�énoncé).

Exercice 2 Formule de Fubini:
Soit a; b; c; d des réels véri�ant a < b et c < d et f : [a; b]� [c; d] 7!R une fonction continue.
On souhaite montrer que

R b
a

�R d
c
f (u; v) dv

�
du =

R d
c

�R b
a
f (u; v) du

�
dv.

Pour (x; y) 2 [a; b]� [c; d], on pose F (x; y) =
R x
a

�R y
c
f (u; v) dv

�
du et G (x; y) =

R y
c

�R x
a
f (u; v) du

�
dv.

1. Etude de
@F

@x
.

(a) Soit y 2 [c; d]. Justi�er que u 7!
R y
c
f (u; v) dv est dé�nie et continue sur [a; b] :

En déduire que F est dé�nie sur [a; b]� [c; d].

(b) En déduire que F admet une dérivée partielle
@F

@x
et

donner une expression de
@F

@x
(x; y) à l�aide de f pour (x; y) 2 [a; b]� [c; d].

2. Etude de
@G

@x

(a) Justi�er que la fonction h : (x; v) 7!
R x
a
f (u; v) du est dé�nie sur [a; b]� [c; d].

(b) Soit x 2 [a; b]. Montrer que v 7! h (x; v) est continue sur [c; d].

(c) Soit v 2 [c; d]. Montrer que x 7! h (x; v) est de classe C1 sur [a; b].

(d) En déduire que G admet une dérivée partielle
@G

@x
et

donner une expression de
@G

@x
(x; y) à l�aide de f pour (x; y) 2 [a; b]� [c; d].

3. En déduire que F = G.

Exercice 3 Soit p 2 N� et M 2 S++p (R). L�ensembleMp;1 (R) est identi�é à Rp et muni de son produit scalaire usuel.

1. Soit f : Rp ! R une fonction lipschitzienne et g : Rp ! R la fonction dé�nie par g (X) = XT �M �X + f (X).

(a) Montrer qu�il existe r > 0 tel que 8X 2 Rp, kXk > r ) g (X) � g (0Rp).
(b) En déduire qu�il existe X0 2 Rp véri�ant 8X 2 Rp, g (X) � g (X0).

1



2. Soit C 2 Rp. On pose, pour X 2 Rp, f (X) = CT �X et g (X) = XT �M �X + f (X).

(a) Justi�er que f est lipschitzienne.

(b) Montrer que g est de classe C1 sur Rp et calculer rg (X). (indication: rg (X) = 2MX + C).

(c) En déduire que la fonction g admet un unique point critique X0 et justi�er que g admet un minimum atteint en X0.

(d) Retrouver le résultat précédent en simpli�ant g (X0 +H)� g (X0) pour H 2 Rp.

3. Application à la méthode des moindres carrés.
Soit n 2 N�. On considère une famille �nie (Mi)1�i�n de points de R2. On pose Mi = (�i; �i). On suppose qu�il existe
(i; j) tel que �i 6= �j. Si D est la droite d�équation y = ax+ b, on note Hi le point de D d�abscisse �i. Le but de l�exercice

est de trouver un couple X = (a; b) 2 R2 pour lequel g (X) =
nP
i=1

d (MiHi)
2 est minimal.

On note � = 1
n

nP
i=1

�i et � = 1
n

nP
i=1

�i, c =
1
n

nP
i=1

(�i � �)2 et c = 1
n

nP
i=1

(�i � �)
�
�i � �

�
(variance et covariance empiriques).

On pose X =

�
a
b

�
2 R2

(a) Déterminer des réels 
1; : : : ; 
6 tels que g (a; b) = 
1a
2 + 
2ab+ 
3b

2 + 
4a+ 
5b+ 
6

Déterminer M 2 S2 (R) et C 2M2;1 (R) tel que pour tout X =

�
a
b

�
2 R2, g (X) = XTMX + CTX + 
6.

(b) Soit M =

0BB@
nP
i=1

�2i �
nP
i=1

�i

�
nP
i=1

�i n

1CCA. Montrer que la matrice M 2 S++n (R)

(c) Conclure.
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Solution de l�exercice 1:

1. La fonction g est C2 (opérations) et
@g

@x
(x; t) = et

@f

@x
(x; t) donc

@2g

@x2
(x; t) = et

@2f

@x2
(x; t)

@g

@t
(x; t) = etf (x; t) + et

@f

@t
(x; t) donc

@2g

@t2
(x; t) = etf (x; t) + et

@f

@t
(x; t) + et

@f

@t
(x; t) + et

@2f

@t2
(x; t).

@2g

@x2
(x; t)� @

2g

@t2
(x; t) + g (x; t) = et

�
@2f

@x2
(x; t)�

�
f (x; t) + 2

@f

@t
(x; t) +

@2f

@t2
(x; t)

�
+ f (x; t)

�
donc

@2g

@x2
(x; t)� @

2g

@t2
(x; t) + g (x; t) = 0, @2f

@x2
(x; t)� @

2f

@t2
(x; t)� 2@f

@t
(x; t) = 0 : (E).

2. On a x (u; v) =
u+ v

2
et t (u; v) =

u� v
2

.

a Soit (x; t) 2 R2. (x; t) = ' (u; v) ,

8<: x =
u+ v

2

t =
u� v
2

,
�
u = x+ t
v = x� t: donc (x; t) admet un unique antécédent par ' qui

donc est bijective et '�1 (x; t) = (x+ t; x� t:)
b On a G (u; v) = g (x (u; x) ; t (u; v)) donc par la règle de la chaîne,

@G

@u
(u; v) = 1

2

�
@g (x (u; x) ; t (u; v))

@x
+
@g (x (u; x) ; t (u; v))

@t

�
donc par la règle de la chaîne,

@

�
@G

@u

�
@v

(u; v) = 1
2

@ 12

�
@g

@x
+
@g

@t

�
@x

� 1
2

@ 12

�
@g

@x
+
@g

@t

�
@t

.

@2G

@v@u
=
1

4

�
@2g

@x2
� @

2g

@t2

�
donc

@2g

@x2
(x; t)� @

2g

@t2
(x; t) + g (x; t) = 0, @2G

@v@u
(u; v) = �1

4
G (u; v).

c On pose G (u; v) = � (u)� � (v).

On a donc
@G

@u
(u; v) = �0 (u)� � (v) donc @

2G

@v@u
(u; v) =

@

�
@G

@u
(u; v)

�
@v

= �0 (u)� �0 (v)

Si 8 (u; v) 2 R2, @
2G

@v@u
= �1

4
G (u; v) alors 8 (u; v) 2 R2, �0 (u)� �0 (v) = �1

4
� (u)� � (v).

Or

donc 8 (u; v) 2 R2, �
0 (u)

� (u)
= � � (v)

4�0 (v)
. On en déduit que � � (v)

4�0 (v)
est indépendant de v:

Posons k = � � (v)

4�0 (v)
. On a 8u 2 R, �0 (u) = k� (u).

Il existe donc un réel A1 tel que � (u) = A1eku.
De même 8v 2 R, �0 (v) = �1

4k � (v) donc Il existe donc un réel A2 tel que � (v) = A2e
� v
4k .

On en déduit qu�il existe A 2 R tel que 8 (u; v) 2 R2, G (u; v) = Aekue� v
4k

On a G (u; v) = Aekue�
v
4k .

Or g = G � '�1 donc 8 (x; t) 2 R2, g (x; t) = G (x+ t; x� t) = Aek(x+t)e� x�t
4k et donc

g (x; t) = Aek(x+t)e�
x�t
4k = Ae(k�

1
4k )x+(k+

1
4k )t donc f (x; t) = Ae(k�

1
4k )x+(k+

1
4k )t � e�t.

Comme on a raisonné par implication, on véri�e qu�une telle fonction est solution de l�équation.

Remarque Comme on a posé une forme a priori pour la fonction G en l�écrivant comme produit de fonctions ne dépendant que
d�une variable, on peut seulement dire qu�on a trouvé des solutions mais pas qu�on a résolu l�équation.

Solution de l�exercice 2:

1. Etude de
@F

@x
.

(a) Soit u 2 [a; b]. 'u : v 7! f (u; v) est continue sur [c; d] donc sur [c; y] donc
R y
c
'u (v) dv existe.

Posons k (u; y) =
R y
c
'u (v) dv =

R y
c
f (u; v) dv.

Soit (x; y) 2 [a; b]� [c; d].
Pour montrer que F (x; y) =

R x
a
k (u; y) du existe, montrons que la fonction u 7! k (u; y) continue sur [a; b] (qui entraîne

la continuité sur [a; x]) ce qui revient à montrer que u 7!
R y
c
f (u; v) dv est continue.

Le théorème de continuité des intégrales dépendant d�un paramêtre s�applique sur [c; y] (domination par une constante
en appliquant le th des bornes atteintes à f sur [a; b]� [c; d].
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(b) Soit y 2 [c; d]. La fonction x 7!
R x
a
k (u; y) du = F (x; y) est une primitive de la fonction continue u 7! k (u; y) donc elle

est de classe C1 et de dérivée
@F

@x
(x; y) = k (x; y) =

R y
c
f (x; v) dv.

2. Etude de
@G

@x
.

(a) Soit (x; v) 2 [a; b]� [c; d].
On a u 7! f (u; v) est continue sur [a; b] donc sur [a; x] car f est continue donc h (x; v) =

R x
a
f (u; v) du est existe.

(b) Soit x 2 [a; b].
le théorème de continuité des intégrales dépendant d�un paramêtre avec (u; v) 7! f (u; v) et I = [0; x] s�applique
(domination par une constante en vertu du th des bornes atteintes).
On a donc v 7! h (x; v) =

R x
a
f (u; v) du est continue sur [c; d].

(c) Soit v 2 [c; d]. La fonction x 7! h (x; v) =
R x
a
f (u; v) du est une primitive de la fonction continue x 7! f (x; v) donc est

de classe C1 sur [a; b] et de dérivée
@h

@x
(x; v) = f (x; v).

(d) On a G (x; y) =
R y
c

�R x
a
f (u; v) du

�
dv =

R y
c
h (x; v) dv.

Fixons y 2 [c; d] et appliquons le théorème de dérivation sous le signe
R
sur [c; y]:

(H 0
2) :

@h

@x
(x; v) existe et vaut f (x; v).

(H 0
5) : On peut toujours majorer

����@h@x (x; v)
���� par une constante.

On en déduit que x 7!
R y
c
h (x; v) dv est de classe C1 et de dérivée

@G

@x
(x; y) =

R y
c

@h (x; v)

@x
dv:
R y
c
f (x; v) dv.

3. La fonction H = G� F est dé�nie sur [a; b]� [c; d] et admet une dérivée partielle @H
@x

=
@G

@x
� @F
@x

= 0.

On en déduit qu�il existe une fonction w : [c; d]! R telle que 8 (x; y) 2 [a; b]� [c; d], H (x; y) = w (y).
Or G (0; y) = 0 et F (0; y) = 0 donc H (0; y) = w (y) = 0 donc F = G. On a donc F (c; d) = G (c; d) (formule de Fubini)

Solution de l�exercice 3:

Soit p 2 N� et M 2 S++p (R). L�ensembleMp;1 (R) est identi�é à Rp et muni de son produit scalaire usuel.

1. Soit f : Rp ! R une fonction lipschitzienne et g : Rp ! R la fonction dé�nie par g (X) = XT �M �X + f (X).

(a) On a vu XT �M �X � C kXk2 avec C = min�2sp(M) > 0 (cours sur la hessienne).
On en déduit que g (X) � C kXk2+f (X) et jf (X)� f (0)j � k kX � 0k donc f (X) � f (0)�k kXk donc g (X)�g (0) �
C kXk2 � k kXk car g (0) = f (0).
C kXk2 � k kXk = kXk (C kXk � k) � 0 si kXk > k

C
et on a bien g (X) � g (0Rp).

(b) On applique le théorème des bornes atteintes sur le fermé borné B = fX 2Mp1 (R) ; kXk � rg
à la fonction continue g. il existe X0 2 B véri�ant 8X 2 B, g (X) � g (X0).
On a donc g (X0) � g (0) car 0 2 B donc en utilisant la question précédente, 8X 2 Rp, g (X) � g (X0).

2. Soit C 2 Rp. On pose, pour X 2 Rp, f (X) = CT �X et g (X) = XT �M �X + f (X).

(a) La fonction f est linéaire de Rp dans R donc est lipschitzienne.
(b) Posons u (X) = XT �M �X =

P
(i;j)2[[1;p]]2

mi;jxixj

Soit i 2 [[1; p]]. On a u (X) = mi;ix
2
i +

P
j2[[1;p]]nfig

(mi;j +mj;i)xixj + C = mi;ix
2
i +

 
2

P
j2[[1;p]]nfig

mi;jxj

!
xi + C avec

C indépendant de xi car M est symétrique.

On en déduit que
@u

@xi
(X) = 2mi;ixi + 2

P
j2[[1;p]]nfig

mi;jxj = 2Li (M)X qui est une fonction linéaire donc continue.

On a donc ru (X) = 2

0B@ L1 (M)X
...

Lp (M)X

1CA = 2MX.

Posons v (X) = CTX. Si C =

0B@ c1
...
cp

1CA alors CTX =
pP
i=0

cixi. On en déduit que
@u

@xi
(X) = ci (fonction constante donc

continue) donc rv (X) = C.
Les fonctions u et v sont C1 donc g est de classe C1 sur Rp et calculer rg (X) = 2MX + C.
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(c) On a rg (X) = 0 , MX = � 1
2C et M 2 S++p (R) donc 0 62 sp (M) donc M est inversible donc rg (X) = 0 , X =

� 1
2M

�1C. On pose X1 = � 1
2M

�1C.

On a
@u

@xi
= 2

pP
i=0

mi;jxj donc
@2u

@xj@xi
= 2mi;j et

@2v

@xj@xi
= 0. Les fonctions u et v sont donc de classe C2 et g est donc

de classe C2 et
@2g

@xj@xi
=

@2g

@xi@xj
= 2mi;j . On a donc Hg (X1) = 2M 2 S++p (R). On en déduit g admet un minimum

locale en X1.
La question 1 entraîne l�existence d�un minimum global atteint en un point X0.
Or Rp est ouvert et g est de classe C1 donc X0 est un point critique donc X0 = X1 et le minimum en X0 = X1 est
global.

(d) Posons � = g (X0 +H)� g (X0) pour H 2 Rp.
� = (X0 +H)

T
M (X0 +H) + C

T (X0 +H)� (X0)T MX0 + CTX0
On a � = HTMX0 + X

T
0 MH + HTMH + CTH = 2HTMX0 + H

TMH + CTH car
�
XT
0 MH

�
=
�
XT
0 MH

�T
=

HTMTX0 = H
TMX0.

Or 2HTMX0 = 2H
TMM�1 �� 1

2

�
C = �HTC = �

�
CTH

�
(transposition d�un réel).

On en déduit que � = HTMH > 0 si H 6= 0 car M 22 S++p (R).

3. Application à la méthode des moindres carrés.
Soit n 2 N�. On considère une famille �nie (Mi)1�i�n de points de R2. On pose Mi = (�i; �i). On suppose qu�il existe (i; j)
tel que �i 6= �j . Si D est la droite d�équation y = ax+ b, on note Hi le point de D d�abscisse Hi. Le but de l�exercice est

de trouver un couple (a; b) 2 R2 pour lequel g (a; b) =
nP
i=1

MiH
2
i est minimal.

On note � = 1
n

nP
i=1

�i et � = 1
n

nP
i=1

�i, c =
1
n

nP
i=1

(�i � �)2 et c = 1
n

nP
i=1

(�i � �)
�
�i � �

�
(variance et covariance empiriques).

On pose X =

�
a
b

�
2 R2.

4. Soit X =

�
a
b

�
.

(a) On a d (MiHi)
2
= (�i � �i)2+(a�i + b� �i)

2 donc g (a; b) =
nP
i=1

(a�i + b� �i)
2
=

�
nP
i=1

�2i

�
a2+

�
2

nP
i=1

�i

�
ab+nb2�

2

�
nP
i=1

�i�i

�
a� 2

�
nP
i=1

�i

�
b+

nP
i=1

�2i .

Avec M =

0BB@
nP
i=1

�2i �
nP
i=1

�i

�
nP
i=1

�i n

1CCA, on a (a b)�M �
�
a
b

�
=

�
nP
i=1

�2i

�
a2 +

�
2

nP
i=1

�i

�
ab+ nb2

En prenant C = �2
�

nP
i=1

�i�i;
nP
i=1

�i

�
, on a CTX = �2

�
nP
i=1

�i�i

�
a � 2

�
nP
i=1

�i

�
b
nP
i=1

�2i donc g (X) = XTMX +

CTX ++
nP
i=1

�2i .

(b) Soit M =

0BB@
nP
i=1

�2i �
nP
i=1

�i

�
nP
i=1

�i n

1CCA. On a det (M) > 0 donc les deux valeurs propres � et � sont de même signe. On a
tr (M) > 0 donc � > 0 et � > 0 donc M 2 S++n (R).

(c) Conclure en appliquant la question 2.
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