TD fonctions de plusieurs variables
vendredi 27 et 28 mars

Exercice 1 Recherche de certaines solutions d’une équation aux dérivées partielles
Soit f : R? — R une fonction de classe C?.

2 2
On dit que f vérifie l'équation (€) si et seulement si V (z,t) € R?, % (x,t) — % (x,t) — 288—f (z,t) =0.

On pose g (z,t) = et f (z,t).

1. Justifier que g est de classe C2.

2 2
Montrer que f vérifie (£) si et seulement si V (z,t) € R?, % (z,t) = % (x,t) — g (z,t) : (&)

utv ett(u,v):ugv.

2. On pose x (u,v) =

(a) Justifer que o : (u,v) — (x (u,v),t (u,v)) est une bijection de R? dans lui méme et préciser p~1.
On pose G = go p.
0*G 1 "
=——G(u,v): (8 )

Ovou 4 (,0)

(c) Soit a et B deuz fonctions de R dans R de classe C? strictement monotones qui ne s’annulent pas.
On suppose que ¥ (u,v) € R? G (u,v) = a (u) x 3 (v).

(b) Montrer que g vérifie (') si et seulement si ¥V (u,v) € R?

!/

. . L. " . [0 .
i. Montrer que si G vérifie (5 ), alors la fonction — est une fonction constante non nulle.
@

i. En déduire qu’il existe un réel non nul k et un réel A tel que G (u,v) = AeF“e™ 3% . Donner une expression de la
fonction f dans ce cas (G étant définie & partir de f comme indiqué précédement dans l’énoncé).

Exercice 2 Formule de Fubini:

Soit a,b, c,d des réels vérifiant a < b et c < d et f : [a,b] X [c,d] —R une fonction continue.

On souhaite montrer que f: (fcd f (u,v) dv) du = fcd (f: f(u,v) du) dv.

Pour (z,y) € [a,b] X [c,d], on pose F (z,y) =/ ([’ f (u,v) dv) du et G (z,y) = [ ([T f (u,v) du) dv.

1. Etude de a—F
ox

(a) Soity € [c,d]. Justifier que u— [” f (u,v)dv est définie et continue sur [a,b] .
En déduire que F est définie sur [a,b] X [c,d].

F
(b) En déduire que F' admet une dérivée partielle g— et
x

oF
donner une expression de 3 (x,y) a laide de f pour (z,y) € [a,b] x [c,d].
x

2. FEtude de Z—G

X

(a) Justifier que la fonction h: (z,v) — [ f (u,v)du est définie sur [a,b] x [c,d].
(b) Soit x € [a,b]. Montrer que v — h(x,v) est continue sur [c,d].

(c) Soit v € [c,d]. Montrer que x — h(z,v) est de classe C' sur [a,b].
(d) En déduire que G admet une dérivée partielle g—j et
donner une expression de % (z,y) a Uaide de f pour (z,y) € [a,b] X [c,d].
3. En déduire que F = G.
Exercice 3 Soit p € N* et M € S (R). L’ensemble M, 1 (R) est identifié a RP et muni de son produit scalaire usuel.
1. Soit f : RP — R une fonction lipschitzienne et g : RP — R la fonction définie par g(X) = XT x M x X + f(X).

(a) Montrer qu’il existe r > 0 tel que VX € RP, | X|| >r = g(X) > g (Ore).
(b) En déduire qu’il existe Xog € RP vérifiant VX € RP, g(X) > g(Xo).
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2. Soit C € RP. On pose, pour X € RP, f(X)=CT x X et g(X)=XT x M x X + f(X).

(a) Justifier que f est lipschitzienne.
(b) Montrer que g est de classe C1 sur RP et calculer Vg (X). (indication: Vg (X) =2MX + C).
(c) En déduire que la fonction g admet un unique point critique Xo et justifier que g admet un minimum atteint en Xg.
(d) Retrouver le résultat précédent en simplifiant g (Xo + H) — g (Xo) pour H € RP.
3. Application & la méthode des moindres carrés.

Soit n € N*. On considére une famille finie (M;), .., de points de R*. On pose M; = («a;,[3;). On suppose qu’il existe
(i,7) tel que a; # aj. Si D est la droite d’équation y = ax + b, on note H; le point de D d’abscisse o;. Le but de l'exercice

est de trouver un couple X = (a,b) € R? pour lequel g (X) = 3. d (M;H;)* est minimal.
i=1

n _ n n n _

On note & = % z:loai et = % E%Bi, c= % 221 (a; — 6)2 etc= % 231 (; — @) (6i - B) (variance et covariance empiriques).
i= i= i= i=

On pose X = ( Z > € R?

(a) Déterminer des réels 7y, ...,7g tels que g (a,b) = y,a% + voab + v3b% + v4a + Y50 + 74

Déterminer M € Sy (R) et C € My (R) tel que pour tout X = ( Z ) ER? g(X)=XTMX + CTX + 4.

3 OéZ2 — i (07
(b) Soit M = i:z},: =1 . Montrer que la matrice M € S (R)
— (673 n

i=1

(¢) Conclure.



Solution de 1’exercice 1:

1. La fonction g est C? (opérations) et
Jg _ L of d?g L0
o (z,t) =€ o (z,t) donc 92 (x t)y=¢e 92 (z,t)

9 t O g t i 9 0%
5§@w> wﬂxo+wxw (mgmw—<fu> 5w -+ m2<>)+fwo)
82 2 an 82f af
donc—(x t) — 2 (x t)+g(zt)=0< @(ac,t)— 52 (z, )—25( ,6)=0:(&).
2. On a z (u,v) = vty et ¢ (u,v) = u;v.
u+v
rT=—— —
a Soit (z,t) € R%. (x,t) = ¢ (u,v) & u 2 v & { :f__;v +tt donc (z,t) admet un unique antécédent par ¢ qui
t = = — L.
2
donc est bijective et ¢! (z,t) = (v +t,x —t.)
b On a G (u,v) = g (z (u,x),t (u,v)) donc par la régle de la chaine,
oG _ 1 (99 (z(u,x),t(u,v)  Og(x(u,x),t(u,v)) . )
D (u,v) = 3 o + 5 donc par la regle de la chaine,
G 1(99 99 1(99 99
a(@u) o) 2 (6m * 615) %2\ e T
828U ,827 2 02 or 02 2 0? o | 0?°G 1
_ (29 _99 a9 99 _ -
Dot <8x2 8152) donc 92 (z,t) — 92 (2,t) + g (z,t) =0 & R (u,v) 4G(u,v).

¢ On pose G (u,v) = o (u) x §(v). o
e o (Gee)

oG /
On a donc D (u, 121) =o' (u) x B (v) donc Sodu (u,v) = 5 =a (u) x ' (v)
Si V¥ (u,v) € R?, 86;; —iG(u,v) alors V (u,v) € R%, o (u) x 8’ (v) = —ia(u) x 3 (v).
Or
B (v) B (v)

onc u, v 2 @ (U) = 1 en dedaul ue —
d V“’Eiaww ~27 (O en deduit que —570

17 W) On aVu e R, o (u) = ka (u).

Il existe donc un réel A; tel que a (u) = Ajek®.

De méme Vv € R, ' (v) = 735 (v) donc 1l existe donc un réel Aj tel que 8 (v) = Age™ 3.

On en déduit qu'il existe A € R tel que V (u,v) € R?, G (u,v) = Ae*e 1k

On a G (u,v) = AeFte .

Org=Goyp! donc V(x t)ER2, g(x,t) = G(z+t,x—t) = Ac*E@EHe= " et donc

g(z,t) = AeFEtt e = = Aelk=ar)e+(k+35)t qonc f (x,t) = Aelk=ar)et(ktag)t o o=t

Comme on a raisonné par implication, on vérifie qu'une telle fonction est solution de I’équation.

est indépendant de v.

Posons k =

Remarque Comme on a posé une forme a priori pour la fonction G en lécrivant comme produit de fonctions ne dépendant que
d’une variable, on peut seulement dire qu’on a trouvé des solutions mais pas qu’on a résolu l’équation.

Solution de 1’exercice 2:

1. Etude de a—F
Ox
(a) Soit u € [a,b]. ¢, : v — f(u,v) est continue sur [c,d] donc sur [c,y] donc [Y ¢, (v) dv existe.
Posons k (u,y) = [ ¢, (v)dv = [! f (u,v) dv.
Soit (z,y) € [a,b] X [c,d].
Pour montrer que F (z,y) = [ k (u, y) du existe, montrons que la fonction u +— k (u,y) continue sur [a,b] (qui entraine
la continuité sur [a,z]) ce qui revient & montrer que u +— [ f (u,v) dv est continue.
Le théoréme de continuité des intégrales dépendant d’un paramétre s’applique sur [¢,y] (domination par une constante
en appliquant le th des bornes atteintes a f sur [a, b] X [c, d].
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(b) Soit y € [c,d]. La fonction & — [k (u,y) du = F (x,y) est une primitive de la fonction continue u — k (u, y) donc elle

F
est de classe C' et de dérivée B (z,y) =k (z,y) = [V f(z,0)dv.

2. Etude de 8£
ox

(a) Soit (z,v) € [a,b] X [c,d].
On a u — f(u,v) est continue sur [a,b] donc sur [a,2] car f est continue donc h (z,v) = [ f (u,v) du est existe.
(b) Soit z € [a, b].
le théoréme de continuité des intégrales dépendant d’un paramétre avec (u,v) — f (u,v) et I = [0,z] s’applique
(domination par une constante en vertu du th des bornes atteintes).
On a donc v+ h(z,v) = [ f (u,v) du est continue sur [c,d].

(c) Soit v € [c,d]. La fonction z — h(z,v) = [" f (u,v) du est une primitive de la fonction continue x + f (x,v) donc est
h
de classe C! sur [a, b] et de dérivée g— (z,v) = f(z,v).
x
(d) Ona G (z,y) = [ ([T f (u,v)du) dv = [’ h(z,0)dv.

Fixons y € [c, d] et appliquons le théoréme de derlvatlon sous le signe [ sur [c,y]:

(H}) : % (z,v) existe et vaut f (z,v).

Oh
(H{) : On peut toujours majorer 2 (z,v)| par une constante.
h
On en déduit que  — [’ h(z,v) dv est de classe C" et de dérivée gﬁ =[ Oh (z,0) ——dv. [ f(
x
OH 0G OF
3. La fonction H = G — F est définie sur [a,b] X [c, d] et admet une dérivée partielle — = — — — = 0.

Oz Ox
On en déduit qu'il existe une fonction w : [¢,d] — R telle que ¥V (z,y) € [a,b] X [¢c, d], H (z,y) =w(y).
Or G(0,y) =0et F(0,y) =0 donc H (0,y) =w (y) =0 donc F = G. On a donc F (¢,d) = G (¢,d) (formule de Fubini)

Solution de 1’exercice 3:

Soit p € N* et M € Sf* (R). L'ensemble M, ; (R) est identifié & R? et muni de son produit scalaire usuel.
1. Soit f: R? — R une fonction lipschitzienne et g : R? — R la fonction définie par g (X) = X7 x M x X + f (X).

(a) Onavu XT x M x X > C | X|* avec C = minyegp(ar) > 0 (cours sur la hessienne).
On en déduit que g (X) > C || X|*+f (X) et |f (X) — £ (0)] < k|| X — 0| donc f (X) > f(0)—k || X | donc g (X)—g (0) >
ClIX|* = k|IX| car g (0) = f(0).
CIX[* = kX = I X (CIX] — k) = 0si | X > g et on a bien g (X) > g (Ogr).

(b) On applique le théoréme des bornes atteintes sur le fermé borné B = {X € M,,, (R), || X|| < r}

a la fonction continue g. il existe Xy € B vérifiant VX € B, g(X) > g (Xo).
On a donc g (Xg) > ¢ (0) car 0 € B donc en utilisant la question précédente, VX € RP, g (X) > g (Xo).

2. Soit C' € RP. On pose, pour X € R?, f(X)=CT x X et g(X)=XT x M x X + f(X).

(a) La fonction f est linéaire de RP dans R donc est lipschitzienne.
(b) Posons u (X) = XT x M x X = Yo my i
(4,5)€llL,p]l?

Soit i € [[1,p]]. On a u (X) = m;z? + > (mij+mj;) ziz; +C =m;x? + (2 > mmﬂ:j) x; + C avec
JElLpIN{i} ([1,pI\ {3}
C indépendant de x; car M est symétrique.

On en déduit que “ (X)=2mz; +2 >,  myx; =2L; (M) X qui est une fonction linéaire donc continue.

O JElp g}
Ly (M) X
On a donc Vu (X) =2 =2MX.
L, (M) X
G
Posons v (X) =CTX. SiC = : alors CTX = ijocixi. On en déduit que 88; (X) = ¢ (fonction constante donc
i= i
Cp

continue) donc Vv (X) = C.

Les fonctions u et v sont C* donc g est de classe C! sur R et calculer Vg (X)=2MX +C.



(c) Ona Vg(X)=0& MX = —3C et M € S (R) donc 0 & sp(M) donc M est inversible donc Vg(X) =0 X =

—sM~1C. On pose X; = —fM C.
On a Ou =2 Z m,; j&; donc O =2m,; j et LQU = 0. Les fonctions u et v sont donc de classe C? et g est donc
a.’IJZ‘ i=0 S (91}8.%‘1 “ 8xj8xi
o’ 0%

de classe C? et =2m; ;. On a donc Hy (X;) =2M € S (R). On en déduit g admet un minimum

ijaa:i n (933183,‘]
locale en Xj.

La question 1 entraine ’existence d’un minimum global atteint en un point Xj.

Or R? est ouvert et g est de classe C' donc X est un point critique donc Xo = X; et le minimum en Xy = X est
global.

(d) Posons A =g (Xo+ H) — g(Xp) pour H € RP.
A=(Xo+H)"M(Xo+H)+CT (Xo+ H) — (Xo)" MXy+CTX,
OnaA = H'MX, + XIMH + H'MH + CTH = 2HTMX, + HTMH + CTH car (XY MH) = (XFMH)" =
HTMT X, = HT M X,.
Or 2H"M Xy =2HTMM~' (-4)C = -HTC = — (CTH) (transposition d'un réel).
On en déduit que A = HT'MH > 0si H #0 car M e S+ (R).

3. Application & la méthode des moindres carrés.
Soit n € N*. On considére une famille finie (M;), .,.,, de points de R?. On pose M; = («;, 3;). On suppose qu’il existe (4, 5)
tel que a; # «j. Si D est la droite d’équation y = ax + b, on note H; le point de D d’abscisse H;. Le but de 'exercice est
n
de trouver un couple (a,b) € R? pour lequel g (a,b) = > M;H? est minimal.
i=1

1

On note @ = =

-

c-@,!.

i i=1 i=1 i=1

. n n n —
et =138 =13 (a; - a)’etc= L3 (a; —@) (B; — B) (variance et covariance empiriques).
€ R2.

On pose X = <

4. SoitX_<Z>.

(a) Onad(M;H;)? = (a; — o) + (ac; + b — 38;)° donc g (a,b) = Xn: (ac; +b—B;)° = (i a?) a?+ (2 Zn: ai> ab—+nb* —
i=1 i=1 i=1
Q(iai6i>a—2( )b+zﬁ

ZO&? _Zai a n n
Avec M = | = i=1 ,ona(ab)xMx(b)z(Ea?)a2+<22ai>ab+nb2
=1

_ Z o n i=1
i=1

En prenant C = —2 (Z i B, Zb’ ), onaCTX = -2 (i azﬂl) a—2 (f: @) biﬁ? done g(X) = XTMX +
: i=1 i=1

i=1

M3

3

CTX 443 B2

i=1

Yol X o
(b) Soit M = =1 =1 . On a det (M) > 0 donc les deux valeurs propres A et u sont de méme signe. On a
- oy n
i=1
tr (M) > 0donc A >0et u>0donc M € St (R).

(¢) Conclure en appliquant la question 2.





