Gros théorémes d’analyse

I Théorémes d’interversion pour les suites de fonctions

Les fonctions sont définies sur un intervalle et a valeur dans K = R ou C.

I.1 Théoréme de continuité de la limite

Théoréme 1 Soit xy € I. Si chaque fonction f, est continue en xy et la suite de fonctions (f,) converge
uniformément vers f alors f est continue en xg.

Corollaire 2 (théoréme de continuité de la limite) Si chaque fonction f, est continue sur I et la suite de
fonctions (f,) converge uniformément vers f alors f est continue sur I.

I.2 Théoréme de la double limite (ou d’interversion des limites)

Théoréme 3 (théoréme de la double limite) Si la suite de fonctions (f,) converge uniformément vers f sur
I = [a,b] et si pour tout n, la fonction f, admet une limite réelle ou compleze l,, en b alors la suite (l,) converge,

la fonction f admet une limite réelle ou complexe | en b et | = lim (), c’est-a-dire lim( lim f,(x )> =

n—-—4o00 x—b \ n—+o0
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I.3 interversion limite intégrale sur un intervalle quelconque [

Théoréme 4 (convergence dominée) Soit (f,,) une suite de fonctions de I dans K et f une fonction de I dans
K. On suppose que

(H1) : chaque f, est continue par morceauz et la fonction f est continue par morceaux

(H2) : la suite de fonctions (f,) converge simplement vers f sur I.

(H3) : (hypothése de domination) Il existe une fonction ¢ continue par morceauz et intégrable sur I telle que pour
tout n, |fu] < @ (c’est-a-dire Y € I,|f, (z)] < ¢ (z))

alors

(C1) : les fonctions f, et f sont intégrables

C2): [, f= liril [; [ ¢’est-a-dire fff(t) dt = hm f fn (1) dt soit

b
[ i (G @)de = tim_ / fult

1.4 Dérivabilité de la limite

Théoréme 5 (théoréme de dérivabilité de la limite)

Si

- La suite de fonctions (f,) converge simplement vers une fonction f sur I.
-Vn €N, f, étant de classe C* sur I

- La suite de fonctions (f!) converge uniformément sur I vers une fonction g
alors

la fonction f est de classe Ct sur I et f' = g.



1.5 Généralisation aux dérivées successives du théoréme de dérivation de la limite

Théoréme 6 Soit k € N, k > 1. On suppose que pour tout n € N la fonction f, est de classe C* et que la

suite de fonctions (fy), ey converge simplement vers f. Si pour tout i € [|1,k — 1|] la suite de fonctions (fé”)
neN

converge simplement et si la suite de fonctions ( fék)> converge uniformément, alors la fonction f est de classe
neN

C* sur I et pour tout i € [|1,k|], la suite (f,g”) converge simplement vers (f®).

II Théorémes d’interversion pour les séries de fonctions

Les fonctions sont définies sur un intervalle I et a valeur dans K = R ou C.

II.1 Continuité de la somme

Théoréme 7 Si pour tout n € N la fonction u, est continue et la série de fonctions > u, converge uniformément
+oo

sur I alors la somme de la série de fonctions > u, est une fonction continue sur I.Théoréme d’interversion de
n=0

la double limite (version séries de fonctions)

I1.2 Théoréme de la double limite

Théoréme 8 (admis) I = |a,b| avec b éventuellement +oc.
Si chaque fonction u, admet une limite I, € K en b et si la série de fonctions > u, converge uniformément et est
de somme S alors

e la série numérique Y I, converge vers un scalaire o

e la fonction S admet une limite l € K en b

o | =0 clest-d-dire lim (+f n (m)) S (lim Un (:z:)).

z—b \ n=0 n=0 ‘\z—b

I1.3 Interversion série intégrale sur un segment

Théoréme 9 On suppose que I = [a,b] et

(Hy) : pour tout n € N la fonction u, est continue sur I,

(Hs) : la série de fonctions _ wu, converge uniformément sur |a, b
alors

(C1) : la série numérique > (fab Uy, (t) dt) converge

(Cy) s [ <+z°° n (t)) it =5 (ff wn (£) dt).

II.4 Théoréme d’interversion série-intégrale sur un intervalle quelconque [

Théoréme 10 (admis) Soit (u,) une suite de fonctions de I dans K et S une fonction de I dans K. On suppose
que

(H1) : chaque u,, est continue par morceauz et intégrable sur I

(H2) : la série de fonctions Y u, converge simplement vers une fonction S continue par morceaux sur I

(H3) : La série numérique Y, [, |u,| converge

alors



(C1) : la fonction S est intégrable sur I, la série numérique » f[ U, converge

(C2): [,S= ;ZOZ ([, un) c’est-a-dire ff S (t)dt = Jio (fab uy, (t) dt) soit

/abiun(t)dt:io (/abun(t)dt)

n=0

I1.5 Dérivation terme a terme

Théoréme 11 On suppose que

(H1) : pour tout n € N la fonction u,, est de classe C?,

(Hs) : la série de fonctions ) u, converge simplement sur I,
(Hs) : la série de fonctions Y u, converge uniformément sur I,

alors
+o00
(C1) : la somme de la série S de fonctions . u, est une fonction de classe C*,
n=0
+o00o
(Cy):Vxel, S"(x)= > u, ().
n=0

I1.6 Extension du théoréme de dérivabilité de la somme

Théoréme 12 Soit k € N*. On suppose que
(H1) : pour tout n € N la fonction u, est de classe C*,

(H2) : pour tout i € [|0,k — 1|] la série de fonctions ) ul? converge simplement sur I,
(H3) la série de fonctions ulP converge uniformément sur I,

alors .
(C1) : la somme S de la série de fonctions > u, est une fonction de classe C*,
n=0

) +00 .
(C2):Vie [|0,k], Vo eI, SD (z) = 3 ul? (z).
n=0

IIT Théoréme de continuité, théoréme de dérivation sous le signe [

I11.1 Théoréme de continuité

Ax ] —-K
z,t) — f(x,t)

b
On pose, pour x € A, F (x) = / f(x,t)ydt. (I=a,b],la,b],la,b] ou |a,b] avec a et b éventuellement +00 ).

Théoréme 13 Soit A un sous-ensemble de R, I un intervalle et f une fonction: f : { (

St les hypothéses suivantes sont réalisées:

(H1): pour tout x € A, la fonction t — f(x,t) est continue par morceaur sur I.

(Hy): pour tout t € I, la fonction x — f (z,t) est continue sur A.

(Hs) (hypothése de domination): Il existe une fonction ¢ continue par morceaur et intégrable sur I telle que

Ve e AVt e 1,|f (z,t)] < ¢ (t) : (majoration indépendante dex).

alors
(C1): la fonction F est définie et continue sur A.



II1.2 Théoréme de dérivation sous le signe [

Théoréme 14 (Formule de Leibniz)

Soit A un intervalle, I un intervalle et f une fonction: f : { (ngt)Xi ;(fc{t) )
On pose, pour x € A, F (x / f(x,t)dt (I =1la,b],|a,bl, la,b] ou [a,b] avec a et b éventuellement £o0 ).

Si les hypothéses suivantes sont réalisées:
(HYy): pour tout x € A, la fonction t — f (z,t) est continue par morceaux et intégrable sur I.

0
HY): la fonction f admet une dérivée partielle par rapport & sa premiére variable 8_f (x,t) en tout (z,t) € Ax I
T

(z,t) est continue par morceaux sur 1.

ox

(
_ 0
(H%): pour tout x € A, la fonction t — —=
(H}): pour tout t € I, la fonction x — E (x,t) est continue sur A.
T

(HL): (hypothése de domination):
1l existe une fonction ¢ continue par morceaur et intégrable sur I telle que

af

Avtel, | = (x,t)| < @(t
veave |8 @) <o)
alors

(C1): la fonction F' est deﬁnze et de classe C' sur A.

(Cy): Yoz e A, F' (2 / e t)dt (formule de dérivation sous le signe [)

IT1.3 Intégrales dépendant d’un paramétre de classe C*

. s . . . . Ax I —K
Théoréme 15 Soit A un intervalle, I un intervalle et f une fonction: f: { (2.8) > f (2,1) °
On pose, pour x € A, F (x / f(x,t)dt (I =1la,b],|a,b|, la,b] ou [a,b] avec a et b éventuellement £o0 ).

Si les hypothéses suivantes sont réalisées:

: pour tout x € A, la fonction t — f (x,t) est continue par morceaur et intégrable sur I.
HY): tout A, l tion t t t te t inté bl 1
(H} ; ): la fonction f admet des dérivées partielles par rapport & sa premiére variable jusqu’a l'ordre k
of 0 f o f
91 (x,t), a2($,t) ak(x t) en tout (x,t) € Ax I

0
(HY): pour tout i € [|1,k—1|], pour tout x € A, la fonction t — af (x,t) est continue par morceaux et
xl

intégrable sur I. .
13
(HY): pour tout i € [|1, k||, pour tout t € I, la fonction x — i (x,t) est continue sur A.

(HY): (hypotheése de domination de la derniére dérivée partielle): 1l existe une fonction ¢ continue par morceauz

oL | <o)

et intégrable sur I telle que Vx € A, Vt € I,

alors
(C1): la fonction F est définie et de classe C* sur A.

b o
(Cy): Vi € [|1,k|], Vo € A, FO (2) = / asz (z,t)dt (formule de dérivation sous le signe [ ).






