Révisions (30 et 31 mars)

I Algeébre linéaire

Exercice 1 Soit A € M,, (R) vérifiant A> = A+ 1I,,.
1. Montrer que A admet au plus une valeur propre.
2. Ftudier le signe de det (A).

Solution de 1’exercice:

3

1. Lien entre polyndéme annulateur et spectre? Variations de x — z° —z — 1.

2. Passage dans M,, (C) pour appliquer le théoréme sur le déterminant et valeurs propres lorsque le polynéme caractéristique est
scindé.

. . . M, (R) = M, (R)
Exercice 2 Soit A € M,, (R) et ¢: { M s tr (AM) I,
1. Justifier que ¢ est linéaire.

Déterminer 2.

Montrer que si tr (A) # 0 alors ¢ est diagonalisable?

On suppose que A # 0 et tr (A) = 0. Montrer ¢ (AT) #0.
Que peut-on en déduire?

Solution de 1’exercice:
1. Découle de la linéarité de la trace.

2. En utilisant la linéarité de la trace, on montre que VM € M,, (R), ¢ (M) = np (M).
On en déduit un polynéome annulateur scindé a racines simples.

0O --- 0 1
Exercice 3 Soit M = Dol
0o --- 0 1
1 1 1

1. Justifier que M est diagonalisable et admet au plus 3 valeurs propres.
2. Calculer M?.

3. Donner une matrice diagonale semblable a M.

Solution de l’exercice:

1. M est symétrique réelle donc diagonalisable.
On remarque que rg (M) = 2 donc dim (ker (M)) =n — 2 donc 0 € sp (M) et dim Fy (M)

1 1 1
2. On obtient M? = : o
1 1 1
1 1 n
3. Premiére méthode:
1 1 1
On obtient de méme que M? = : : : = M?+(n—1)M. donc P = X3—X?—(n — 1) X est annulateur
1 1 1
n -+ n n+(n-1)

de M.

1++/14+4(n—1 1—+/1+4(n—-1
OrP:X(Xzfo(nfl)) de racines 0, A1, Ao avec \; = + J; (n ),)\2: +4(n )

donc sp (M) C {0, A1, A2} et comme P est scindé a racines simples, la matrice A est diagonalisable.
Donc M est semblable & D = diag (0,...,0,\, u) avec A € {0, A1, A2} et p € {0, A1, A2}
Or tr (M) =tr (D) =X+ pu=1, on a forcément {A1, \a} = {\, u} donc M est semblable & D = diag (0,...,0, A1, A2).

1




. (1 2 Mz (R) = Mz (R)
Exercice 4 OnposeA_(l 2).et<p{ Moo AM — MA. -
1. Justifier que ¢ est linéaire.

2. Déterminer la trace de l’endomorphisme ¢

Solution de ’exercice:
Se placer dans la base de My (R) formée des matrices élémentaires. Ecrire la matrice de ¢ (de taille 4).

Exercice 5 Soit A = ( O_In é" )

1. Déterminer les valeurs propres de A:
(a) En utilisant la définition des valeurs propres et vecteurs propres.

(b) Avec le polyndéme caractéristique.

(¢) A Uaide d’un polynéome annulateur.
2. Montrer que A est diagonalisable dans M, (C) et diagonaliser A.
Solution de 1’exercice:
1. Déterminer les valeurs propres de A:

a Voir Q2
b Faire des échanges de de ligne pour se ramener & un déterminant diagonal par blocs.

c A% = —I,, et utiliser le théoréme sur les racines d’un polynéme annulateur.
Remarquer que spc (A) # 0 et x4, € R[X].

2. 1: - Théoréme sur "p polynome annulateur et diagonalisabilité"
T

X
2: Soit X € My, 1 (C). Posons X = ( Xl ) avec X; € My, 1 (C) ( plutdt que : : cette présentation alllege beaucoup
) :

T2n
les calculs)

o X2\ (X »
OnaAX-zX@( X, )—’L( X, ><=>X2—ZX1.

On en déduit que E; (4) = {(f;é) , X1 € M, 1 (C) }
1
Soit (E1,...,E,) la base canonique de M,, 1 (C).

La famille (( Er ) e ( En >) est une famille libre de E; (4) donc dim (E; (A)) > n (on peut montrer 1’égalité mais ce

1By 1By,
n’est pas nécessaire)

ElE e szliE ) est une famille libre de E_; (A) donc dim (E_; (A)) > n
—u1 —tLn

Or dim (E; (A)) + dim (F_; (A)) = 2n donc dim (E; (A)) = dim (E_; (A)) =n
El En . El En : : .
et (( B, ) ey ( R )) est une base de E; (A) et ((—z’El ) e, (—iEn )) est une famille libre de E_; (A)

La juxtaposition de ces famille est une base b de My, 1 (C) = E; (A)DE_; (A) et Py, ( ZL Ini] ) et PT1AP = < :)I” 0 7
n —tin —tin

De méme a famille

Exercice 6 Soit A€ M, (R) et B= ( _OA gi ) € Mz, (R).

2

1. Dzagonalzser( 1 3

>, Préciser une matrice P € G Lo (R) telle que P~*MP est diagonale. Calculer P~1.

P (A0
2. En déduire que B est semblable a ( 0 24 )

3. Montrer que si A est diagonalisable alors B est diagonalisable.

4. Montrer la réciproque

Solution de 1’exercice:

)



. 1 .
1. On devine que ( 1 > est vecteur propre associé a A = 2.

- 2
En utilisant la trace ’autre valeur propre est =1 et

(21 v (10
SlP(1 1)alorsP J\JP(O 2).

On montre que P~! = ( _11 _21 )

—_

> est vecteur propre associé.

2. Posonsle( I, In)etR_(—In of, )
On vérifie par le produit par bloc que Q1R = I3, donc Q; est inversible d’inverse R.

. 1 B L, -I, 0 24 2, I, \ _ A -A 2I, I, \ (A O
Le produit par bloc @y BQ1 = ( ~I, 2I, > < A 34 L, I, ) =\ —24 44 I, I, )=\ o0 24 )
3. Supposons A diagonalisable.

. ) i (P 0 . P 0 Ptoo0
Soit (P, D) € M,, (R)” telle que P"'AP = D et Q3 = < 0 P ) On vérifie que ( 0 p )X 0o p-l )= I5,, donc
Pt 0

Q5 e 0 p-1 ) et on vérifie avec le produit par blocs que

1 A0 [ pP7tAP 0 (D 0 ) ]
@3 ( 0 24 Q2 = 0 p-lg4ap )=\ o 9op ) 9W est diagonale.

(A 0 . . A 0 . .
Or B est semblable a ( 0 24 > qui est semblable & < 0 24 ) donc B est diagonalisable.
4. Supposons B digonalisabale.
A 0 . .
Alors < 0 24 > est diagonalisable.
Soit f est canoniquement associé a 61 2(11 et (e1,...,e,) la base canonique de R?" et F' = vect (eq,...,en).
Le sous-espace F' est stable par f et 'endomorphisme g induit par f sur F' a pour mattrice A danns la base (e1,...,e,).

D’apres le cours, g est diagonalisable donc A est diagonalisable.

II Espaces euclidiens

Exercice 7 Soit E un espace euclidien, (e1,...,e,) une base orthonormée de E et u un endomorphisme autoadjoint de E.

n
Montrer que tr (uz) =) ||U(€1)||2
i=1

Solution de ’exercice: On a 3 |lu(e)]> = 3 (u(e:) Ju(es)) = 3 (u(u(e;)) |e;).car u est autoadjoint.
i=1 i=1

7 1=1

Or b= (e1,...,e,) une base orthonormée donc si A = mat;, (u o u) alors a; ; est la i®™® coordonnée de u (u (e;)) donc
n n

aij = ((u(u(e;))le;)]) donce tr (u?) = 3 a;; = > (u(u(e;))|e;), ce qui permet d’aboutir.
i=1 i=1

Exercice 8 On suppose R muni du produit scalaire usuel et F = {(LE, y,2) ER3 3o +y— 2= 0}.
Déterminer la matrice de la projection orthogonale sur F'.

Solution de I’exercice: Posons u = (z,y,2) et a = (3,1, —1).
Onaue F & (ula) =0 donc F = vect (a)" (donc F+ = vect (a) car E est de dimension finie).
Soit p la projection orthogonale sur F. On a u = p (u) + q (u) avec p (u) € F et q(u) € F+ donc q (u) est le projeté orthogonal de u
sur F+.
On a donc p = id — gq.
Orsia; = ia, alors (a;) est une BON de F* donc ¢ (u) = (ulay)a; = L (ula) a.

[[all 11
L[ 9 3 -3
Q=3 3 1 -1 |etP=5-Q
-3 -1 1

1
Exercice 9 On considére E = C ([0,1],R) muni du produit scalaire (f | g) = / f(x)g(x)de.
0
On pose, pour x € [0,1], up (x) =1, ug (z) =z et v (z) = /x et F = vect (ug,uy).

1. Déterminer le projeté orthogonal de v sur F'.



1
2. En déduire la borne inférieure de {\// (a+bx — z)’ dz, (a,b) € RQ}.
0

Solution de I’exercice: Soit p la projection orthogonale sur F.

1. On a p(v) € F donc p (v) = aug + bu;.
_ oy 1 _ J (w=p(v)|u) =0
Onav=p@)+wavecp() € Fetw=v—p(W) € F- et F =wvect(ug,ur) donc (S) : 0

(v=p()u) =
4 1b 2
(v]uo) — a (uolug) — b (ur|ug) =0 “TvT 3 ; (A4
(S) & { (wlur) — a (ulus) — b (u]us) = 0 & ch_ lb % de solution (a,b) = 5 E )
2 3 )

1
2. On a \// (a+ bx — \/5)2 dx = ||(auo + buy) —v| = || f — v| avec f = aug + bu;.
0

F—R
f=lf =l

Si (a,b) € R? est queconque, f est un élément quelconque de F' et d’aprés le cours, la fonction { admet un

minimum atteint en f = p (v).

1
On a donc inf {\// (a+ bz — \/3?)2 dx, (a,b) € RQ} =p() —vl]=4/535 = %. (calcul non détaillé).
0

Exercice 10 Soit E un espace euclidien et p et q des projecteurs orthogonauz de E. On pose f = pogqop
1. Montrer qu’une projection orthogonale de E est un endomorphisme autoadjoint (cours) positif.

Montrer que ¥z € E, ||p(2)|| < ||z|| (cours).

Montrer que f est un endomorphisme autoadjoint.

Montrer que sp (f) C [0,1].

Montrer que Im (p) est stable par f.

S &

Soit u l’endomorphisme induit par f sur Im (p). Justifier que Im (p) admet une base orthonormée formée de vecteurs propres
de u qui sont aussi vecteurs propres de po q.

7. Soit F =1Im (p) + ker (q).

(a) Soit A et B deuz sous-espaces vectoriels de E. Montrer que (A+ B)" = AL 0 BL.
(b) Montrer que F+ = ker (p) N Im (q).

(¢) En déduire que p o q est diagonalisable et sp(poq) C [0,1].
(On pourra utiliser la version suivante du théoréme de la base incompléte:
Si G est une famille génératrice de E, espace vectoriel de dimension finie, on peut compléter une famille libre de E en une
base en y adjoignant des vecteurs de G.)

8. Soit (e1,...,en) une base orthonormée de E.

n

(a) Justifier que tr(poq) = 3. (poq(e)les).

i=1

(b) En déduire que tr (poq) < min (rg (p),rg(q)).
Solution de I’exercice: Soit E un espace euclidien et p et ¢ des projecteurs orthogonaux de E. On pose f = pogop.

1. Si p projection orthogonale sur F' et © € F posons x = x1 + x2 avec x1 € F et x5 € Ftetax= y1 +y2 avec y; € F et yg € F+.
On (p(z)|y) = (z1]y1 + y2) = (z1|y1) + (x1]y2) = (z1]y1) = (z|p (v)) (en faisant la méme chose dans ce dernier produit scalaire)
donc p est autoadjoint.

De méme (p (z)|z) = (z1]z1) > 0 donc p est autoadjoint positif.

2. Si p projection orthogonale sur F' et © € F posons © = x1 + z2 avec x1 € F et x5 € FL.
2 2 2 2 2
[P (@)II” = lle1]|” < llzal]” 4 [[#2]]” = [lz[|” (th de pythagore).

3. (f(@)]y) =(p(gop(z))|y) = (qop(z)[p(y))

p autoadjoint

= (p(@)lgop(y)) = (x[pegop(y)) donc f est autoadjoint.

q autoadjoint p autoadjoint



A If @) =llp(gop @)l < llgop (@) < [lp(@)[] < [[z[| car p et ¢ sont des projecteurs orthogonaux (Q2).
Si  vecteur propre associé a A, alors ||f (z)|| = [ x| = |A| ||z]| < ||z]| et © # 0 donc |A| < 1.
De plus, f est autoadjoint positif donc sp (f) C Ry donc sp (f) C [0,1].

5. Siz €Im(p), f(z) =p(gop(z)) € Im(p) donc Im (p) est stable par p.

6. L’endomorphisme f,(p) induit par f sur Im (p) est aussi autoadjoint: V (z,y) € Im ()%, (f (@) |y) = (z|f (y)) (égalité vraie pour
(z,y) € E?) donc fim(p) est diagonalisable en base orthonormée: Il existe une base orthonormée de Im (p) formée de vecteur
propres de f.

. Jt € E tel que = p(t) _ _ 9
SlmEIm(p)estvecteurpropredef,{ NER, f(z) = Az .Ona f(z)=poqgop(p(t)) =pogqop(t) car p* =p donc a

f(x) =pogq(xz) = Az donc z est vecteur propre de p o q.
7. Soit F' =Im (p) + ker (q).

a Soit A C (A+ B) donc (A+ B)* C AX. De méme (A + B)* ¢ B donc (A + B)* c A+ n B~
Réciproquement, supposons * € A-NBXety€ A+ B,y=a+b, (a,b) € Ax B Ona (z|y) = (z]a) + (z[b) =0+ 0=0
carz e Al etac Aetz € BLetbe Bdoncz e (A+ B)".

b On en déduit que F* = (Im (IU))l N ker (Q)L = ker (p) NIm (gq) car p est un projecteur orthogonal sur Im (p) parallelement &
ker (p) = Im (p)J' (et idem pour q).

¢ Commencons par remarquer que
-si @ € ker (p) NIm (q) avec x = q(t), alors poq(z) =poq(q(t)) =poq(t) =p(z) =0 car ¢> = g et x € ker (p). On a
donc ker (p) NIm (q) C ker (po q).
- ker (¢) C ker (poq).
Soit by une base de ker (g).
Soit by une base de Im (p) formée de vecteurs propres de p o ¢ (possible d’apres la question précédente).
La famille b3 = (b1, b2) est une famille génératrice de F'.
On peut compléter la famille libre b; en une base by de F' a ’aide de vecteurs de bs.
Soit b, une base de FL.
La famille (bs,bs) est une base de E = F @ F* dont les vecteurs sont des vecteurs propres de p o ¢ d’aprés les questions
précédentes.

8. Soit (ey,...,e,) une base orthonormée de E.

a Si M =mat,, . ., (poq)alors m;; = (poq(e;)le;). On en déduit que tr(poq) = > (poq(e:)le:).
i=1

b Soit b] une base orthonormée de ker (¢). On compléte cette base en une base orthonormée (b4, b5) de F.
Soit b} une base orthonormée de F-.
On a (b}, bh,b}) est une base orthonormée de E = F & F+.

En appliquant la question précédente (b],b5,b5) = (e1,...,ey), on a
tr(poq)=> (pog(ei)lei)= >, (poq(e;)le;) car pogq(e;) =0 sie; &bl (déja vu).
i=1 e;€bl
On en déduit que [tr(poq)] < 3 |(poq(e)le)l et [(poqg(ei)le)] < [lpog(esllleill <1 car[[pog (el < llg(e)l <
Cieb/z

lle;ll = 1. Or le nombre d’éléments ny de b5 est inférieur a dim (Im (p)) car dim (ker (¢)) + dim (Im (p)) > dim (F) =
dim (ker (q)) + no.

On en déduit que [tr (po q)| < ny < rg(p).

On a tr(poq) =tr(qop) donc |tr (poq)| <rg(q).

III Analyse

Exercice 11 1. Etudier le rayon de convergence de Y. n3z".
2. Justifier que (1, X, X (X —1), X (X — 1) (X —2)) est une base de Rz [X] et décomposer X3 dans cette base.

3. Calculer la somme de la série entiére > n3z".
Solution de I’exercice:

1. D’aprés le cours Y a,z™ et . na,z™ ont méme rayon de convergence donc Y z™ et > n3z" ont méme rayon de convergence
R=1.



2. La famille (1, X, X (X — 1), X (X — 1) (X —2)) échelonnée et de 4 = dim (R3 [X]) donc est une base de R3 [X] donc
1l existe (a,b,c,d) € R* tel que X3 =b+bX +cX (X —1)+dX (X — 1) (X —2).
En évaluant en 0, on obtient a = 0 puis en évaluant en 1, on obtient b = 1.
En évaluant en 2, on obtient c =3 =10
En identifiant les termes de degré 3, on a d = 1.

1 T
En posant f (z) = 2= S an
- n=0

1 X
f@) = 17;;:&2
/ 1 — n—1
fi(z) = (1—.%)2:1;”:6 )
" 2 <« n—2
@) = = L),
@) = S 12
- (1_x)4_n:3 7
onaf(a;):1ixetenécrivantn3zn(n—l)(n—2)+3n(n—1)—|—n,
ona%onSx”:%On(n—l)(n—Q)x"—l——io?m(n—1)x”—+——§:onx".
n=0 n=0 n=0 n=0
Or—g}fn(n—l)( 2)z" Jrf:on(n—1)(71—2):6”:x?’—s_zo:on(n—1)(n—2)x"’3:x?’f’”(ac)donc
n=0 n=3 n=3

+oo 3 2 d
3 ondat =23 (x) + 322 f” (x) + f' () (on peut donner une expressiion i +(J1”x Jr)fm +
n=0 —

)

Exercice 12 Justifier que x +— arcsin (x) est développable en série entiére sur |—1,1[ et préciser ce développement.
T

11 { T 7} , .

e 2721 est continue sur [—1,1] et dérivable sur ]—1,1] et

Solution de l’exercice: Soit f :
x +— arcsin (z)

1
ve e |-1,1[, [ (2) = ——
En utilisant le DSE de (14 ) (de rayon de CV R =1) avec a = —gs on obtient

-

=(1-2%) 2.

1 too —1 3 —2n+1
1+ > — () . () u™  (on n’est pas obligé de séparer la puissance 0 avec la convention "produit vide vaut

V1 — 2 2
Vi +u n=1

1 too nflx3x---x(2n—-1 n . .
= 1+ > (-1 on (2n—1) (—1)" z*".donc par intégration terme a terme sur ]—R, R[ on a

— X n=1

1x3x- 2n —1 ntl
arcsin (z) = arcsin (0) + x + nz:l ( = x (2n )) ;n o
(2n)! ~ (2n)!

Ix3x--x(2n—-1)= donc

2x4x---x(2n) 2nn!

+o00 (2,”) 2n+1 +o00 (2n)| 2n+1
arcsin () =z + Z (2n v n') S ngo — <2n v n!> 1 (on réintégre’ la puissance 1 dans la somme).

R* — R*
Exercice 13 Montrer que la fonction f : { e —cos (z) —sin (x) admet un prolongement de classe C*° sur R.
T —

22
Solution de 1’exercice:

+oo
En utilisant le DSE de fonctions exp, sin et cos, on obtient un DSE e* — cos (z) — sin (z) = > a,z™ valable sur R.
+oo -
Onaagy=1-1-0=0eta; =1—-0—1=0donc e”—cos(z) —sin(x) = > aa"
n=2

donc f (z) = Z anz" % = Z Apy22".

n=0
—+00
Or la fonction © — > ap 22" est définie et de classe C™ sur R et coincide avec f sur R*.
n=0
-1
C’est donc un prolongement de classe C*° de f dont la valeur en 0 est @10 == — — = 1.

2 2
Remarque: Il n’y a pas de difficulté a obtenir la valeur des a,t2 rgais cela n’est pas nécessaire pour répondre a la question.



Exercice 14 On considére l’équation différentielles suivante: () : z(x — 1)y” + 3zy’ +y = 0.
1. Déterminer les solutions de (€) développables en séries entiéres

2. On pose f(z) = ﬁ et, pour x € ]0, 1], on pose y (z) = f(z)z(x).

a Montrer que y est solution de () si et seulement si Vz € )0, 1], z(1 — z)2" (z) — (xz — 2)2' (z) = 0.
b En déduire les solutions de (£) sur ]0,1[. (on pourra admettre que Vz € ]0,1[ =52 = =2 — 1),

z1n ()
(1-2?)

d Montrer qu’il n’existe pas de solutions de (&) sur [0, 1].

¢ La fonction z — admet-elle un prolongement de classe C'* sur [0, 1[?

Solution de 1’exercice:

1. On pose y(xz) =, ~ganx™. (et on suppose que la série entiére est de rayon R > 0).
La fonction y vérifie (€) sur |—R, R si et seulement si

Vz € |-R, R[, Z n(n — Dayz™ — Z n(n —Da,z" ' 43 Z na,x" + Z anz" = 0.

n>2 n>2 n>1 n>0
Soit ( changement d’indice dans la deuxiéme somme):

Ve € ]-R, R|, Z n(n — ayz™ — Z n(n+ 1apt12" +3 Z napx" + Z anz” =0
n=2—0 n=1—0 n=1—0 n=0
Soit, .
+o0
Vx € ]—R,R[,Z ((n*+2n+1)a, —n(n+1)ay4) 2" =0
n=0

Par unicité du DSE, on obtient ¥n € N, (n + 1)*a,, — n(n + 1)a, 11 = 0 ce qui donne
ag =0 et Vn € N* .
n+1

Ap+1 = o Qnp.

Ainsi, par récurrence, on trouve a,, = na;.
La série entiére Y na™ a méme rayon de convergence que »_ z™ donc R =1 on a prouvé que la fonction.

f@) = Yonat = —2

— )2
= (1-1x)
est solution de ’équation sur | —1,1 |

y (z)

2. On pose y(x) = f(z)z(x) est-a-dire z () = @)

~

a On se place sur Pintervalle 0, 1[.
Sachant que f est solution de 1’équation, on trouve que y est aussi solution de (£) si et seulement si

Vo €]0,1[, 2z(x — 1) f' (z) 2’ (x) + 2(z — 1) f (z) 2" () + 3z f (z) 2’ (z) = 0

Vz €]0,1], 2’ (z) (x — 2) = 2(1 — x)2" (x).

soit (z—2)
(1 —x)2" (z) - pr g () =0
b On a donc y est aussi solution de (£) si et seulement si
Vxe]O,l[,z”(m)—i—(?—i— ! >z'(m):0
r l—-x

2

Or z — (%—l—ﬁ) admethln(lx

) donc y est solution de (&) si et seulement si
-

1- 11
M ER, Vo €]0,1], 2 (z) = A 2$A<2>~
7 X T T



soit (quitte & changer A en —\) :

1
INeR, FJueR, Vo €]0,1[,Vz €]0,1][,z (z) —A(x—i—lnzc) + L.

Les solutions de 'équation sur ]0, 1[ sont donc les fonctions

ux + A1+ zlnz)
T .
(1—x)?

Remarque: I’ensemble des solutions sur 0, 1[ est bien un espace vectoriel de dimension 2.

| —u (0 1
¢ Posons u (z) = % Par croissance comparée, i_ii%u () =0et “ (xa): — g( ) = a Ei)2 T, T donc le prolongement
par cpontinuité de u en 0 n’est pas dérivable en 0.
A A 1
d Orz s 2272 est dérivable en 0 donc si A # 0 alors x — pat +A THT  admet pas de prolongement en 0 dérivable
(1—x)? (1—z)? (1-2)
en 0..(dérivable + non dérivable = non dérivable)
On en déduit que si y a un prolongement dérivable en 0 alors A =0 et y (z) = %
-z
Or si p # 0 alors z +— % a une limite infinie en 1 donc y admet un prolongement de classe C? sur R ssi A = p = 0.
-z

La fonction nulle est solution sur [0, 1] (équation homogene) et c’est donc la seule solution sur [0, 1].



