Révisions (1 avril) probabilités
Exercice 1 (ccinp 2025)

On considére un espace probabilisé (2,7, P).
Soit A € R% et X : 2 — R une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de parameétre A.

+oo
On note Gx : t — Y P(X = n)t" la fonction génératrice de X.
n=0

L’objectif de cet exercice est d’affiner une majoration donnée par I'inégalité de BienayméTchebychev appliquée a
une loi de Poisson.

1. Sans démonstration, donner I’espérance et la variance de la variable aléatoire X.

2. En utilisant 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, donner une majoration de P(|X — A| > A).
3. Justifier que I’événement {X > 2A} est inclus dans I'événement {|X — A| > A}.

4. En déduire la majoration suivante :P(X > 2)) < 3.

5. Donner 'ensemble de définition de Gx.

6. Montrer que pour tout ¢ € R, Gx(t) = 1),

7. On suppose que t > 1. Montrer que pour tout o € R, on a :

P(X > a) < Gx(t)

/

8. En déduire que :

9. On admet que e - (In(4) — 1) > 1,05. Quelle majoration (1) ou (2) de P(X > 2\) est la plus précise?



Probléme: Loi binomiale négative

On lance indéfiniment une piéce de monnaie pour laquelle la probabilité d’obtenir "Pile" est p €]0,1 [ et celle
d’obtenir "Face" est ¢ =1 — p.

Pour » € N* donné, on note X le rang d’apparition du r-iéme "Pile" et Y le nombre de "Face" obtenus avant
I’obtention du r-iéme "Pile".

Q 1 que peut-on dire de X(Q)? Quel sens donner a (X = +00)?
Q2 SoitkeN, k>r.

a Donner la loi de la variable aléatoire T' comptant le nombre de "Piles” au cours des (k — 1) premiers lancers.

b Exprimer l’événement ( X =k ) a laide de la varaible T et d’un événement simple.
En déduire que P(X = k) = (*])p'¢" .

+oo 1
, , ) kY k—r
Q 3 Justifier que si x est un réel tel que |x| < 1, alors ]; (M) k= = m

Q 4 a Justifier que X (Q2) = [r, +00].
b Montrer que X admet une espérance et la calculer.

Q5 LoideY :

a Déterminer la lot de Y .
On dit que Y suit la loi binomiale négative de parametres r et p, notée BN (r,p).

b Montrer que Y admet une espérance [’on calculera.

Q 6 On suppose que Y suit la loi BN (2,p). Soit Z = Y+r2

Prouver lexistence de ’espérance de Z et calculer sa valeur.

Désormais X désigne une variable aléatoire quelconque définie sur un espace probabilisé ( 2, A, P ) a valeur
dans N.
Pour tout k£ € N, on note : p, = P(X = k).
On dit que X appartient a &, si X vérifie la propriété suivante notée (P) :

a=0outlez
= _ 1[,3b e R* ;
a €]-o0,1[,3b € +’{VkeN*,pk=(a+§)Pk1
Q7

a Quelles sont les variables aléatoires qui vérifient (P ) lorsque a =0 %

b Vérifier que toute variable aléatoire suivant une loi binomiale négative BN (r,p) appartient o £. Que valent
alors a et b ¢

c Méme question pour une loi binomiale B(n,p)?

d On suppose que X € £ admet une espérance. Exprimer E(X) en fonction de a et b.
On vérifiera que le résultat obtenu est cohérent avec les espérances des variables aléatoires des questions a),

b) et c).

Q 8 Dans cette question, on suppose que X vérifie (P)chec a # 0.



k-1

a Montrer que: 3c € R,Vk € N*, p, = po% [T(c+7).
i=0

b Déterminer la lot de X si a < 0.

¢ Déterminer la loi de X si a €]0,1].

Q 9 Déterminer les lois des variables aléatoires appartenant a &.



CORRECTION

Solution de ’exercice:
1. Puisque X ~ P(A), 'espérance et la variance de la variable aléatoire X valent .

2. En utilisant I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev (possible car X est de variance finie)

PUX >0 = P(X ~ B >0 < Yo =L

. Soit w € Q. Si X (w) = 2A} alors X(w) — A > A Or A >0, donc X (w) — A > 0. donc |[X(w) — Al = A.

L’événement (X > 2)) est inclus dans I'événement (|X — A| > A).

w

4. On a donc P(X > 2X) < P(]X — Al > A). D’ou d’aprés Q2 :

P(X >2)\) <

> =

5. Pour tout réel ¢, la série Y e 207 = ¢4 7 A% o5t converge absolument, (série exponentielle).

L’ensemble de définition de G x est R.

6. Pour tout t € R, Gx(t) = e eM = M~ = A1),

VteR, Gx(t) =Y,

7. Soientt > 1 et o € R.
+o0o
Rappel de cours: Gx(t) = > P(X = n)t" = E (+*) (résultat de cours obtenu par la formule du transfert
n=0

(car la série Y P(X = n)t" est absolument convergente donc la famille (P(X = n)t") est sommable).

Ort > 1donc Y = tX > 0 (et d’espérance finie d’aprés ce aui précéde) On peut appliquer I'inégalité de
Markov a Y:

E(Y)  Gx(t)

P(Y >t <
vz < S = O

Or X (w) > a < t¥@ > ¢* car 1+ t* = ¢*®) est croissante donc (X > a) = (Y > 1)

Gx(t)

P(X > a) < o

Autre méthode (plus long): on adapte la démonstration de I'inégalité de Markov
Notons ng le plus petit entier naturel supérieur & . On a :

P(X >a)= i P(X =n).

n=ng

Donc P(X > a)t* = > P(X =n)t*. Or, puisque t > 1, on a pour n > ng > a,t* < t" d’ou :

n=ng

En ajoutant des termes positifs, on majore Y P(X = n)t" par > P(X =n)t" qui est Gx(t).
n=ng n=0
D’ot, en divisant par t* > 0 :




Gx (t) M=)
£2X - 22
,onaavect=2:

8. Avec a = 2), on obtient P(X > 2)) <
>1

Cela étant vrai pour tout ¢

9. Puisque A > 0, on a par stricte croissance du logarithme népérien :

% > (Z)A e —In()\) > Aln @ — IH(AA) <In(4) — 1.

L’étude de ¥ : \ — lnf\’\) sur R* montre que ¥ admet un maximum atteint en e valant %
On admet que e - (In(4) — 1) > 1,05, donc

VA >0,

On a donc pour tout A > 0, (z)/\ < % :
La majoration (2) de P(X > 2\) est la plus précise que la majoration (1).



Solution du probléme:

R 1 On a clairement X () C [r,+oo[U {+00}.si on considére que X = 400 si et seulemet si on n’obtient pas r
fois pile

R 2 (a) Si "obtenir pile au ™ lancer” est considéré comme un succés, T compte le nombre de succés au cours
de k — 1 expériences de Bernoulli indépendantes de probabilité de succés p, on a donc T ~ B(k —1,p).

(b) Pour tout k > r, 'événement ( X = k ) est réalisé si et seulement si, au cours des (' k —1 ) premiers lancers,
on a obtenu (r — 1 ) piles et on a obtenu le r-iéme pile lors du k-iéme lancer. Donc, si on note Ay l’événement
"le k-ieme lancer donne pile" , on a :

E—1
PX=k)=P(T'=r—1)NAg) =P(T =r-1)P(Ax) car les lancers sont indépendants = ( )p’”‘lqk—rm

r—1
- . " 1
R 3 En utilisant la dérivée ¢*“"¢ de x +— :
—x
Jrf:o (k)a:k_r _ 1 Jrzojo k(k—=1)---(k—r+1)¢"" = ! ¢ = L (égalité vraie pour x € |—1,1[)
k=r q! =4 ¢ 1-2) Q-2 T
R 4 Montrons que P (X = 400) = 0.
+oo +o00 T
- ‘s —-r Vs —(r— p
Ona PX <fo0) =3 (D)pd = & (L)rd " =g =1

R 5 Comme X est positive, on peut écrire (sous réserve de sommabilité):

E(X)sz’ kE—1 pqufrzrpr—koo k = rp _
r—1 r (1—gq)+t =’

k=r

Donc X est d’espérance finie.

R 6 (a) On voit que Y = X —r. D'ou, Y(Q) =N et pour tout k € N :

ktr—1
P(Y:k):P(X:k+r):< jil >pqu.

(b) Par linéarité de l’espérance on a : E(Y)=E(X —r)=E(X)—r =

|3

R 7 D’aprés la formule de transfert pour ’espérance, comme Z est positive, (sous réserve de sommabilité):

+o0 1 +oo k?—l— 1 - \
E(Z) = HP(Y =k)= TP d’aprés Q5a avec r =2
e e
oo +00  k+2 2 +oo
2N b P q 2 1 p q
=) - =D ——2<—q+2—)
P q* = k+2 1—q ¢ p k
P’ P _p P
= p+ —In(p) +— ==+ = In(p) d’aprés le DSE usuel de In(1 + z)
q q g q

Donc Z est bien d’espérance finie.



R 8 (a) Sia=0 alors py = %po (par récurrence).
+o0

Comme (X = k)ren est un SCE, on a donc : 1 =5 pp = poe’.
k=0

D’oti pg = e°. Et ainsi X ~ P(b). Et l'on vérifie facilement la réciproque.
b) Si X ~ BN(r,p), pour toutk € N*, on a : £ = =Ly — (1 4 =1) ¢ donca = q et b = (r—1)q conviennent,
k k

Pk—1
avec g €.
(c) Si X ~ B(n,p), alors, pour 1 <k < n,

N\ g onk _ Pk n—k+1p ( n+1>P
o (k)p ! Dk—1 Qb5a k q k q

dova=—%etb=—(n+1)a, avec b= —(n+1) € Z, qui conviennent.
On a alors bien p,y1 =0, donc pr = 0 pour tout k > n + 1.
(d) Pour tout k € N*, on a : kpy = (ak + b) pr—1 = a(k — \)pr_1 + apx_1 + bpg_1.
+oo
Donc en sommant de k =1 a 00, Y pr—1 = 1 et puisqu’on peut ajouter le terme Opy = 0 au membre de gauche
k=1
ona: E(X)=aE(X)+a+b, soit E(X) = %L En particulier on retrouve bien :
e X ~Pb)<=a=0= E(X) =b;
o X ~ BN(r,p) <= (a,b) = (¢, (r — 1)g) = E(X) = L2 =10 (¢f. Q).
B(—14(n+1))
o X~ Bln,p) = (a,b) = (L. (n+1)2) = B(X) =+

R 9 (a) Pour k=1 on ap = (a+b)py=py donne nécessairement c =1+ 2.
Réciproguement on vérifie que cette valeur convient pout tout k, par récurrence sur k > 1.
(b) Sia<0 et%EZ, onposen:—g—leN, d’ot

a® Ii—[l( L) = 0 stk >n
Pk = Pog pales P po(})(—a)*  sike0,n

—+00
Puis avec Y pp =1, on obtient py = (1—;11)"’ done X ~ B (n, %)

k=0
(¢) De méme, si a €]0,1[, on pose n = 1 +§ € N, puis : Vk,pp = po(”J’:_l)ak, avec pg = (1 — a)", donc

X ~ BN(n,1—a).
Q8. D’aprés Q7 et Qba (analyse pour respectivement les cas a # 0 et a =0 ) et Q6a, b, c (synthése), les lois des
X € & sont les lois binomiales, binomiales négatives ou de Poisson.



Indications

Q1. Faire une remarque sur le nombre de lancers nécessaires. Est-il possible de ne jamais avoir r fois pile?.

Q2. (a) Reconnaitre une loi usuelle et le justifier précismment.

(b) Expression de (X = k) : d’aprés la modélisation en terme de résultats de lancers. Puis calcul de probabilité
en utilisant le (a).

1
Q3 DSE de x — T
—
Q4.a et b Utiliser Q2b et Q3

Q5 Exprimer Y comme une fonction de X.
(b) Par linéarité de l'espérance avec le résultat de Q3.
Q5. Par théoréme de transfert puisque Q5. a donne la loi de Y.
Q6. (a) Calcul du terme général d’une suite récurrence simple usuelle (produit).
Utiliser la formule des probabilités totales pour exprimer la somme des py,.
Reconnaitre une loi usuelle.
(b) Calcul
(c) Calcul
(d) Définition de E(X).
Espérances des lois usuelles & connaitre.
Q7. (a) Analyse-synthese : calcul de ¢ a l'aide du cas particulier k£ = 1.
Puis on vérifie par récurrence que cela convient.
(b) Lois usuelles ou BN
(c) Lois usuelles ou BN
Q8. Synthese des résultats du probléme.

Mathématiques
Sujet de révision pour les écrits 4€” corrigé

Solution de ’exercice
Solution de ’exercice:

1. Puisque X ~ P(A), 'espérance et la variance de la variable aléatoire X valent .

2. En utilisant I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev (possible car X est de variance finie)

P(X ~ A > ) = P(X ~ B(X)| > ) < 50 = 1.

3. Soit w € Q. Si X (w) > 2A} alors X(w) — A > A Or A >0, donc X(w) — A > 0. donc | X(w) — A| > A.

L’événement (X > 2)) est inclus dans I'événement (|X — A| > A).
4. On a donc P(X > 2X) < P(]X — A > A). D’ou d’aprés Q2 :

P(X >2)) <

> =

5. Pour tout réel ¢, la série > e 20" = e A Y (’\nﬁ est converge absolument, (série exponentielle).

L’ensemble de d8éﬁnition de Gx est R.



6. Pour tout ¢ € R, Gx(t) = e eM = M2 = A1),

VteR, Gx(t)=e b,

7. Solent t > 1 et o € R.
+o0
Rappel de cours: Gx(t) = > P(X = n)t" = E (t*) (résultat de cours obtenu par la formule du transfert
-0

(car la série Y P(X = n)t" est absolument convergente donc la famille (P(X = n)t") est sommable).
Ort > 1donc Y = t¥ > 0 (et d’espérance finie d’aprés ce aui précéde) On peut appliquer I'inégalité de
Markov a Y:

P(Y > t%) < EWY) _ Gx(t)
R to

Or X (w) > a e tX@ > 12 car v+ % = () est croissante donc (X > a) = (Y > %)

Gx(t)
tOL

P(X > a) <

Autre méthode (plus long): on adapte la démonstration de I'inégalité de Markov
Notons ng le plus petit entier naturel supérieur & . On a :

n=ng

Donc P(X > a)t* = > P(X =n)t*. Or, puisque t > 1, on a pour n > ng > a,t* < t" d’ou :

n=ng

En ajoutant des termes positifs, on majore >  P(X = n)t" par > P(X = n)t" qui est Gx(t).
n=ng n=0
D’ot, en divisant par t* > 0 :

P(X > a) < G;(a(ﬁ
G t A(t—1)
8. Avec a = 2, on obtient P(X > 2)) < x(t) ¢ )
t2)\ t2>‘
Cela étant vrai pour tout ¢t > 1, on a avec t = 2 :
et e\
P(X >2)) < & = (—)

9. Puisque A > 0, on a par stricte croissance du logarithme népérien :

% > (Z)A = —In()) > Aln (Z) = 1“9) <In(4) - 1.

L’étude de ¥ : \ — lnf\’\) sur R* montre que ¥ admet un maximum atteint en e valant %
On admet que e - (In(4) — 1) > 1,05, donc

VA >0,

On a donc pour tout A > 0, (E)A <5
La majoration (2) de P(X > 2)) est la plus précise que la majoration (1).
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