CCINP 2025 MPI Mathématiques 2

Proposition de corrigé

Exercice 1

Q1.

Q2.

Q3.

Q4.

Préliminaire. On consideére la fonction f définie sur ]0,4+oc0[ par f(¢t) = In(¢t) — ¢ : f est dérivable et
pour tout ¢ € |0, 400 [ on a f/(t) = i 1, on en déduit que f est strictement croissante sur |0,1[ puis

strictement décroissante sur [1,+oc[, donc f atteint en 1 son maximum global, qui est strict et vaut
f(1) = —1. On en déduit I'inégalité classique

Vt€]0,+co[ In(t) <t—1 avec égalité si et seulement si t = 1. (1)

Onan > 1 et pour tout j € [1,n] on a z; > 0, donc m > 0; il en suit que pour tout k € [1,n] on a
x x x

LSS 0, et en appliquant I'inégalité (/1)) on obtient ln( k) < “k _ 1. Par croissance de la somme sur
m m

m
[1,n] on obtient I'inégalité souhaitée.

On étudie les deux membres de I'inégalité établie en :

iln(%)zzﬂ: In(zy) )):ln(ﬁxk)—nln(m)
k=1 k=1 k=1
et
Z(x—k—1> ka—n———n—o

Ainsi, d’aprés on a

n

In ( H xk) < nln(m) d’ou In (( ﬁ xk)l/n) = %ln ( ﬁ a?k) < In(m)
k=1 k=1

k=1
et par croissance de 'exponentielle on déduit 'inégalité souhaitée (inégalité arithmético-géométrique).

En fait la fonction exponentielle est strictement croissante sur R, donc en reprenant le raisonnement de

on obtient

(ﬁxk)l/n:igxk = gln(i;c):i(ﬁ_l) — Z(*—l—l <m)>:0

D’apres I'inégalité préliminaire , les termes de la derniere somme sont tous positifs ou nuls; il en découle
que leur somme est nulle si et seulement s’ils sont tous nuls, et en exploitant la caractérisation du cas
d’égalité dans on obtient :

- v Ly L Tk Tk
(kl:[lxk) :Ekz::lxk — Vke[l,n] E—I—IH(E>:O — Vke[ln] Ezl

c 1z L, X C e . ) ’
Si I'égalité K — 1 est satisfaite pour tout k € [1,n] alors #1 = 22 = - -+ = xp,, ces réels étant tous égaux
m
a m; réciproquement, si 1 = --- = x,, alors chacun de ces réels est égal a leur moyenne arithmétique m,
x
donc =% =1 pour tout k € [1,n]. On conclut que
m

(Ha:k) = — T S T =Tg=:''=Ty.
n
k=1

Soit B € S;F*(R). D’apres le théoréme spectral, B est (orthogonalement) diagonalisable dans M, (R) et
d’apres la caractérisation spectrale des matrices symétriques réelles définies positives les valeurs propres
(comptées avec leurs multiplicités) Aq, ..., A, sont des réels strictement positifs. Il suffit alors de rappeler



I'expression du déterminant et de la trace en fonction des valeurs propres et d’appliquer 'inégalité établie

en Q2 :

" N 1/n 1
det(B A t Tr(B) = Ak d’ det(B < —Tr(B
e er r)%k o (det(B)) nr()
I’égalité étant valable si et seulement si toutes les valeurs propres Ay, ..., A, sont égales & un méme réel \.

Cette condition est vérifiée si B € Vect(I,,); réciproquement, la matrice B étant diagonalisable on peut
fixer une matrice orthogonale P € O, (R) telle que B = PAP~! ot A = Diag(\y,...,\,), et dans le cas
ot A\f ==X, =AonaA =\, donc B=P(\,)P~! =\, € Vect(I,).

Q5. On note E,..., E, les vecteurs de la base canonique de M, 1(R), qui est une base orthonormée pour le
produit scalaire canonique. Pour tout (7,j) € [1, n]]2 ona a;; = E AE;; en particulier, puisque A est
définie positive et le vecteur E; est non nul, on a a;; = E;'—AEZ- >0 pour touti € [1,n].

Q6. La matrice D est bien définie grace au résultat de . B est un produit de matrices de M, (R), donc
B € M, (R); les matrices A et D sont symétriques, donc

B'" = (DAD)" =D"A'D" =DAD =B

donc B est symétrique aussi. Soit X € M, 1(R) un vecteur non nul; la matrice D est diagonale & coefficients
diagonaux non nuls, donc D est inversible, ainsi le vecteur Y = DX € M,, 1(R) est non nul; comme A est
définie positive, on a

X"BX = X" (DAD)X = (DX)TA(DX) =Y TAY >0

Cela établit que B € S;7+(R).
Pour tout (i, §) € [1,n]?, le coefficient d’indice (,j) de B est égal

Bl,; = [DAD); Oisrlirs—=bsj =~ e
[Blij =>_> D] ZZ O i T i,

r=1s=1 rlsl

done Tr(B) = 32 [Blia gz;

i=1

=n. D’autre part,

det(B) = det(DAD) = det(A) det(D)? = det(A (H a;, )

Comme B € S;*(R), d’apres on a

1/n

< —Tr(B)=1 donc det(B)<1 dou det(4)< Hai,i

1
n

(det(B))

1
U _ —Tr(B) et d’apres
n
ceci se vérifie si et seulement si B € Vect([l,,). Si B € Vect(I,,) alors B est une matrice diagonale;
on a A = D 'BD7! donc A est une matrice diagonale en tant que produit de matrices diagonales.
Réciproquement, si A est une matrice diagonale alors B = DAD = I,, € Vect(I,). On conclut que, pour

(inégalité de Hadamard); de plus on a égalité si et seulement si (det(B))

une matrice A = (a; ;) € S;FT(R), I'égalité det(A) = [] a;; est valable si et seulement si A est diagonale.
i=1

Exercice 2

Dans cet exercice, on établit quelques propriétés élémentaires classiques des polynomes de Tchebychev Py,.

Q7. On constate que 'égalité deg(P,,) = n est vraie pour n € {0, 1} (initialisation).
Soit n € IN, on suppose que deg(P,) = n et deg(Pp41) =n+1;0ona deg2XPn+1)=14+n+1) =
n+ 2> deg(P,) donc deg(P,42) = max{deg(2X P, 11),deg(P,)} =n+2.

Par récurrence (double), on conclut que ‘Vn €N deg(P,) = n‘

Pour tout n € IN, on note ¢,, le coefficient dominant de P,,. Le degré de 2X P,, 1 est strictement plus
grand que celui de P,, donc le coefficient dominant de P19 = 2X P, 11 — P, est égal a celui de 2X P, 41,
autrement dit ¢,492 = 2¢,,41. Ainsi la suite (cn)n>1 est géométrique de raison 2 et de terme initial ¢; = 1,

donc pour tout entier n > 1 on a ¢, = 2" 1¢; = 2" L



Qs.

Q9.

Q1o0.

Le coefficient dominant de Py vaut 1, et pour tout n € IN* le coefficient dominant de P, vaut 27~ !.

Pour n € N on note &, le prédicat V0 € R P, (cos(f)) = cos(nf).

L’égalité £, découle directement de la substitution de I'indéterminée X par cos(f) = cos(16), et pour tout
0 € Rona cos(00) = cos(0) =1, donc & est vraie aussi.

Soient n € IN et 6 € R, on suppose que &, et E,41 sont vraies; l’évaluation en cos() est un morphisme
d’algebres de R[X] dans R, donc

Ppi2(cos(8)) = 2cos(0) Pyi1 (cos(0)) — P, (cos(8)) = 2cos(f) cos ((n + 1)8) — cos(nd)
= cos ((n+ 1)8 + 6) + cos ((n + 1)8 — 8) — cos(nf) = cos ((n + 2)6)

cela établit £,12. Par récurrence (double), on conclut que Vn € NV € R P, (cos(d)) = cos(nd).

Soient P et @ deux polynémes de R[X]. Les fonctions polynomiales sont continues sur R, donc par produit
et composition la fonction

fratr PO pQue)(1 - o) 21 1)

est continue sur | —1,1].

On a tlir{l_ PHQ)(1 +1t)~1/2 = PLQ(1)

o (a=gm):
\/5 t—1— (1—t)1/2 ’
a la fonction ¢ —» =iz qui est intégrable en 1= (critere de Riemann), la fonction fpo est
P(—1)Q(-1
intégrable en 1~ aussi. D’une maniére analogue, lim P(t)Q(t)(1 —t)~/? = PEHR(ED
to (=)t V2
L NN . 1
fro(t) = t—)(Ql)"' (m) ; par comparaison a la fonction ¢ +— m

(—1)* (critere de Riemann), la fonction fp ¢ est intégrable en (—1)% aussi.
Cela montre que fp g est intégrable sur | —1,1[; il en découle que U'intégrale définissant (P, Q)) converge.

€ R donc fpo(t) =

par comparaison

€ R donc

qui est intégrable en

Deuziéme raisonnement, et expression du produit scalaire comme intégrale sur un segment.
L’application ¢ : § — cos(f) est de classe C!, de dérivée ¢’ : § — —sin(f), et induit une bijection
strictement décroissante de ] 0,7 [, ot sin > 0, vers | —1,1[. Soient P et ) deux polyndmes de R[X]; par
changement de variable, les intégrales

? P(cos(6))Q(cos(9))
/ \/1 - t2 dt o - 1 — cos(6)?

sont de méme nature et valeur en cas de convergence. Par composition et produit de fonctions continues,

6 — P(cos(#))Q(cos(h)) est une fonction continue sur R, donc sa restriction & | —1,1[ a un prolongement
s

(—sin(9)) d = /0 " P(cos(8))Q(cos(0)) dB

continu au segment [ —1,1] : il en suit que 'intégrale P(cos(6))Q(cos(0)) df est faussement impropre,

0
donc convergente, et on conclut que l'intégrale définissant (P, Q) est convergente et

V(P,Q) € (RIX])* (P,Q) /07r P(cos(0))Q(cos(6)) do (2)

D’apres , (,) est une application bien définie de R[X]? & valeurs dans R.

La multiplication sur R est distributive sur 'addition et commutative, et ’évaluation est un morphisme
d’algebres de R[X] dans R; il en suit que pour P,@, R € R[X] et A € R, par linéarité de U'intégrale sur
]-1,1[on a

@, P = /Ql—t2 /ﬁ =R

_ [ P()QM) + AP(HR
(P,Q + AR) 7/,1 — / *_ = dt / %_ 2

donc (, ) est une forme symétrique et linéaire & droite, donc bilinéaire, sur R[X].

dt: (P,Q) +X(P,R)

P(t)
Soit P € R|[X] : pour toutt € | —1,1[ on a > 0 donc (P, P) > 0 par positivité de l'intégrale. On
[X]:p } [ T (P, P) >0 par p g
P(t)2

VI—12

suppose que (P, P) = 0 : la fonction ¢+ est continue, positive et d’intégrale nulle sur | —1,1],



donc elle est identiquement nulle sur cet intervalle; il en suit que tout élément de Vintervalle | —1,1[, qui
est un ensemble infini, est une racine du polynéme P, donc P est le polynéme nul.

On conclut que (, ) est un produit scalaire sur R[X], donc il induit par restriction un produit scalaire sur
le sous-espace vectoriel Ry [X] pour tout k € IN.

Q11. Soient n,m € IN et # € R; on linéarise un produit de fonctions circulaires :

cos((n +m)0) + cos((n — m)0)

cos(nf) cos(mb) = 5

Or si p est un entier relatif non nul, on a

/07T cos(pf) df = [sin(pG)r =0

P 0

tandis que pour p =0 on a / cos(ph) df = / 1d6 = 7; par linéarité de I'intégrale, il en résulte que
0 0

™ sin=m=0,
/ cos(nf) cos(mb) df = g sin=m#0,
0
0 sin#m.

Q12. Pour (n,m) € IN?, on utilise , I’expression du produit scalaire et le résultat de :

T sin=m=0,
(P, Pp) = / P, (cos(0)) P, (cos(8))db = / cos(nf) cos(mb) df = g sin=m#0,
0 0
0 sin#m.

autrement dit, la suite (), est orthogonale et pour tout n € IN la norme euclidienne du polynéme P,
est égale a \/m sin =0 et a \/7/2 si n > 2; il en résulte que la suite (@), o Ol

Qo= et VnelN Qn\/§Pn
T

est orthonormale dans R[X] muni du produit scalaire {, ). Pour k£ € N, la sous-famille (Qo, . .., Q) est une
famille de k+ 1 vecteurs de Ry,[X] d’aprés Q}, toujours orthonormale donc libre, et dim(Ry,[X]) = k+1
on conclut que

Pour k € IN, la famille (Qo, . .., Q%) est une base orthonormale de Ry [X] pour le produit scalaire (, ).

Probleme — Matrices de rang 1

Partie I — Exemples

On note (2, A, P) I'espace probabilisé sur lequel sont définies toutes les variables aléatoires considérées.

Q13. Soit w € Q. Pour tout j € [1,n], la j°™¢ colonne de la matrice M (w) est égale & X;(w)U(w), donc le
sous-espace vectoriel de M, 1(R) engendré par les colonnes de M (w) est inclus dans Vect(U(w)); ainsi
Y (w) =rg(M(w)) € {0,1}. Cela montre que Y est une variable aléatoire de Bernoulli.
Si U(w) est le vecteur nul, alors M (w) est la matrice nulle de M, (R) et Y (w) = 0.
Si U(w) n’est pas nul, il existe i € [1,n] tel que X;(w) # 0, donc le ™ élément diagonal de M (w), &
savoir X;(w)?, est non nul : la matrice M (w) est non nulle, donc Y (w) > 0 et nécessairement Y (w) = 1.

n
Ainsi I'événement {Y = 0} est égal I’événement {U = 0,, 1}, c’est-a-dire l'intersection [ {X; = 0}; par
i=1

indépendance mutuelle de (X1,...,X,) on obtient
PY =0)=][P(Xi=0)=(1-p)" dot PY=1)=1-PY=0)=1-(1-p)"
i=1

autrement dit, Y suit la loi de Bernoulli de parametre 1 — (1 — p)™.



Q14.

Q15.

Q16.

Pour tout w € Q et tout ¢ € [1,n] on a X;(w) € {0,1} car X; est une variable aléatoire de Bernoulli,
donc X;(w)? = X;(w); par conséquent

n n

Tr(M(w) =) Xi(w)® = ZXi(w)

=1

n

donc Tr(M) = > X;. En tant que somme de n variables aléatoires de Bernoulli indépendantes et de
i=1

méme parametre p,

Tr(M) suit la loi binomiale B(n,p).

On fixe w € ) : on a

2

M(w)2 = (U(w) X U(w)T) =U(w) x (U(w)T X U(w)) X U(w)T

Or U(w)" x U(w) € Mi(R) est assimilée au réel Y X;(w)? = Tr (M(w)); il en suit que
i=1
M(w)?=Tr (M) (Uw) x Uw)") = Tr (M (w)) M(w).
Cela établit que les variables aléatoires M? et Tr(M )M sont égales.
M (w) est une matrice de projection si et seulement si

Mw)?=Mw) <<= Tr(Mw)Mw) =Mw) <+ Mw) =0, ou Tr(Mw))=1

donc Iévénement {M? = M} est la réunion des événements {M = 0,} et {Tr(M) = 1}, qui sont incom-
patibles. D’apres la loi de Tr(M) est la loi binomiale B(n,p); I’événement {M = 0,} est égal &
{rg(M) =0} et laloide Y =rg(M) a été déterminée en ; par additivité finie de P, on obtient

PO = M) = P = 0,) + P(T() = ) =P =0)+ (7)o (L7 = (1= 4 a1 = )

La probabilité de 'événement <M est une matrice de projections est égale & (1—p)™+np(1—p)"~L.

Les calculs d’événements faits en et en restent valables, on doit toutefois recalculer leurs
probabilités en tenant compte des nouvelles hypotheses sur (Xi,...,X,,). Ainsi 'événement considéré
{M? = M} est toujours égal la réunion des événements incompatibles {M = 0,,} et {Tr(M) = 1}, donc
P(M?=M)=P(M =0,)+P(Tr(M)=1). Ona

n n 0 n
M=0) =y =0} = (X, =0} don PO =0,)=]]P(x,=0)= (e—*%) s

car Xi,...,X, sont mutuellement indépendantes de loi de Poisson P(A). En utilisant la distribution
conjointe de (X, ...,X,) pour exprimer la distribution de probabilité de Tr(M) on obtient

n
P(Te(M) = 1) :IP(ZXE = 1) = Y P((Xp, X)) = (@1heees20))
i=1 (1., @0 ) ENT
m%+"~+xi:1

n
Pour tout n-uplet (z1,...,7,) d’entiers naturels, 1’égalité > z? = 1 est satisfaite si et seulement s'il
i=1
existe k € [1,n] tel que z, =1 et pour tout ¢ € [1,n] ~ {k} on a x; = 0; en utilisant 'indépendance de
X1,...,Xp et leur loi commune P(\) on obtient
P(Te(M) = 1) = ZIP({Xk =N {xX: = 0}) =Y P =1 [ P(X,=0)
- k=1

k=1 ik itk

= Z e Me M = npre ™A
k=1

Finalement, |P(M? = M) =" +ne™ "™




Q17.

Q18.

On note (eq,...,e,) la base canonique de M, 1(R). Les colonnes de J sont toutes égales & la matrice
n

colonne non nulle u = Y e, donc le sous-espace vectoriel de M, 1(R) qu’elles engendrent est la droite
k=1

vectorielle Vect(u) ; ainsi |rg(J) = 1| et par ailleurs |Tr(J) =n

On a J? = nJ donc J admet comme polynéome annulateur X2 —nX = X (X —n); ce polynome est scindé
a racines simples donc J est diagonalisable (on arrive a la méme conclusion en observant que J est une
matrice symétrique réelle) et les valeurs propres de J sont 0 et n, de sous-espaces propres associés

Sep,,(J) = Vect(u) et Sepy(J) = Vect(eg —eg,...,e1 —ep)

On en déduit la diagonalisation

J = PDiag(n,0,_1)P~! ot P est la matrice de M, (R) dont les éléments de la premiere ligne et de
la premiere colonne sont égaux a 1, les autres éléments diagonaux sont égaux a —1, et tous les autres
éléments sont nuls.

On considere par exemple la matrice carrée d’ordre 3 | N =

(=R e i en)
o oo
o O =

N possede une seule colonne non nulle, donc rg(N) = 1.

N est triangulaire et tous ses coefficients diagonaux sont nuls, donc Sp(IN) = {0} ; si NV était diagonalisable
alors il existerait une matrice inversible P € GL3(R) telle que N = P03 P! donc N = 03, mais ce n’est
pas le cas : on conclut que N n’est pas diagonalisable.

Dans cet exemple, on a | Tr(N) = 0| En fait, il sera établi a la question . que la condition Tr(N) =0
est nécessaire pour que N ne soit pas diagonalisable.

Partie II — Résultats généraux

Q19.

Q20.

Q21.

Q22.

Q23.

L’image de la matrice A est le sous-espace vectoriel de M, 1(R) engendré par les colonnes C1,...,C, de
A, et le rang de A est la dimension de Im(A); comme rg(A) = 1, Im(A) # {0, 1} donc au moins une des
colonnes de A est non nulle : cela justifie 'existence d’un (plus petit) k € [1,n] tel que C = C, # 0p 1.
De plus, Vect(C) C Im(A) et dim(Vect(C)) =1 =rg(A) = dim(Im(A)), donc Vect(C) =Im(A); il en
suit que pour tout j € [1,n] on a C; € Im(A) = Vect(C) donc il existe un réel z; tel que C; = z;C; en
particulier C = Cj, = z,C avec C # 0, ; donc z;, = 1. En notant L = (ml xn) € Mq,,(R), L est
une matrice ligne non nulle telle que A = C' x L comme voulu.

En assimilant la matrice L x C' € M;(R) & son unique élément et en utilisant les propriétés de la trace on
obtient

LxC=T(LxC)=Te(CxL) donc |LxC=Ti(A)]

(en explicitant les coefficients de L et C, L = (ml xn) et C = (y1 yn)T, pour i € [1,n] le
n n

ime coefficient diagonal de A = C x L est égal a yiz;, donc Tr(A) = Y yizs = . wy; = L x O).
i=1 i=1

Par associativité de la multiplication matricielle,
A?=(CxL)?*=Cx(LxC)xL=Tr(A)(CxL)=Tr(A)A comme voulu.

D’apres le théoreme du rang, dim(Ker(A)) =n —rg(A) =n—1> 0; il en suit que 0 est une valeur
propre de A d’ordre de multiplicité supérieur ou égal & n—1, donc X"~ ! divise le polynéme caractéristique
xa de la matrice A. D’apres les propriétés générales du polynome caractéristique, on sait x4 est un
polynéme unitaire de degré n et que le coefficient de son terme de degré n — 1 est égal & — Tr(A); ainsi

[ Xa(X) = (X = Tr(a) x|

D’apres , X? — Tr(A)X est un polynéme annulateur de A, donc le polynome minimal 74 de A
est un diviseur unitaire de ce polynome dans R[X]; comme 0 < rg(A) = 1 < n, A n’est pas un mul-
tiple scalaire de la matrice identité I,,, donc m4 est de degré strictement supérieur a 1. On déduit que

| 7a(X) = (X — Tr(4))X |

La matrice A est diagonalisable dans M,,(R) si et seulement si son polynéme minimal est scindé a racines
simples dans R[X]; d’apres Q21}, w4 est scindé, et il est & racines simples si et seulement si Tr(A) # 0.

On suppose que Im(u) N Ker(u) # {Or~}; intersection de deux sous-espaces vectoriels de R™ ne peut
pas étre vide, donc Im(u) N Ker(u) contient au moins un vecteur non nul, on note ez un tel vecteur et



Q24.

Q25.

on fixe un vecteur e € R™ tel que e = u(ey). Le sous-espace vectoriel engendré par es est inclus dans
le sous-espace vectoriel Im(u) et dim(Vect(ez)) = 1, d’autre part dim(Im(u)) = rg(A) = 1 aussi, donc
Vect(e2) = Im(u) ; Vect(e2) est également inclus dans Ker(u), et on en déduit que Im(u) C Ker(u).
D’apres le théoreme du rang dim(Ker(u)) = n —rg(u) = n — 1; €3 est un vecteur non nul de Ker(u),
donc d’apres le théoréme de la base incompléete il existe des vecteurs es, ..., €, tels que (ea,...,€,) est
une base de Ker(u). On considére la famille B = (€1, €2,. .., €,), et une famille (ay,...,a,) € R™ telle que
n

a;e; = Ogrn. En appliquant I’endomorphisme u on obtient
=1

(2

Orn = u(Zam) =aju(er) + Zaiu(ei) = ai€y

i=1 =2

=0Ogrn
et comme ey n’est pas le vecteur nul on déduit que a; = 0; la sous-famille (ea,...,€,) est une base de
Ker(u) donc elle est libre, par conséquent a; = --- = a,, = 0. Cela établit que B est une famille libre

de vecteurs de R", de cardinal égal & n = dim(R™) : ainsi B est une base de R"™. Comme u(e1) = €3 et
u(e;) = Ogn pour tout i € [2,n], la matrice de u dans la base B est celle de I’énoncé.

On suppose que Im(u) N Ker(u) = {Og~}, autrement dit Im(u) et Ker(u) sont des sous-espaces vectoriels
de R™ en somme directe. D’apres le théoreme du rang dim(Im(u)) 4+ dim(Ker(u)) = dim(R™), donc

R™ = Im(u) @ Ker(u). Soit B = (€1, €2, ..., €,) une base de R™ adaptée a cette décomposition en somme
directe : on a dim(Im(u)) =rg(A) = 1 donc Im(u) = Vect(ey) ; en particulier u(e;) € Im(u) done il existe
a € R tel que u(e1) = ae;. Les autres vecteurs g, ..., €, appartiennent tous & Ker(u), donc u(e;) = Ogn

pour tout ¢ € [2,n]. Il en résulte que la matrice de u dans la base B est celle de I’énoncé ; cette matrice
doit étre de rang égal & rg(u) = 1, donc a # 0.

D’une part, en général deux matrices semblables ont la méme trace.

Soit A une matrice de rang 1 ; puisque les matrices d’'un méme endomorphisme de R™ par rapport a deux
bases de R™ sont semblables, d’aprés et Q24L, il existe a € R tel que la matrice A appartient & la
classe de similitude de la matrice M,, ou

. 0 0 .
My = Diag <(1 O> ,On_2> et VYa € R* M, = Diag(a,0,—1).
Or on constate que pour tout @« € R on a a = Tr(M,); il en suit que toute matrice A de rang 1 est
semblable a la matrice My (4. Par transitivité et symétrie de la relation de similitude, deux matrices de
M, (R) de rang 1 ayant la méme trace sont semblables.



