
Vendredi 22 mai 2026
Exercice 1 Ccinp: Trois enfants A,B et C jouent à la balle:

� A envoie la balle à B avec une probabilité de 3
4
et à C avec une proba de

1

4
.

� B envoie la balle à A avec une probabilité de 3
4
et à C avec une proba de

1

4
.

� C envoie toujours la balle à B. On note an; bn et cn les probabilités que A,B ou C ait la balle à la ni�eme étape.

1. Exprimez an+1; bn+1 et cn+1 en fonction de an; bn et cn.

2. Trouvez une matrice M telle que 8n 2 N,

0@ an+1
bn+1
cn+1

1A =M

0@ an
bn
cn

1A.
3. Déterminez la limite de

0@ an
bn
cn

1A quand n! +1 et montrez que cette limite est indépendante des conditions

initiales.

Exercice 2 (Ccinp) Soit n 2 N�.

1. Rappeler la dé�nition du :produit scalaire deMn (R).

2. Soit J =

0@ 0 1 0
0 0 1
1 0 0

1A. Montrer que la famille (I3; J) est une famille orthogonale deM3 (R).

3. Soit A =

0@ 1 1 1
0 0 0
0 0 0

1A. Déterminer le projeté orthogonale de A sur le sous-espace engendré par (I; J).
Exercice 3 (IMT) Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes qui suivent une loi géométrique de

même paramètre.p 2 ]0; 1[. On pose U = X

Y
.

1. Déterminer l�espérance de U .

2. Montrer que E(U) > 1.

3. Trouver la loi de U .

Exercice 4 Soit x0; � � � ; xn des réels distincts.et B = ((X + x0)n ; � � � ; (X + xn)n) une famille de Rn [X].

1. Ecrire la matrice de la famille B dans la base canonique de de Rn [X].:

2. En déduire que B est une base de Rn [X].

Exercice 5 (Ccinp) Soit A 2Mn (R) et B =
�
A 2A
A 2A

�
. On suppose que A =

�
1 2
2 1

�
.

1. Justi�er que A est diagonalisable et préciser son spectre.

2. Montrer que 0 est valeurs propres de B et déterminer la dimension du sous-espace propre E0 (B).1



3. Soit X un vecteur propre de A associé à la valeur propre �. Que peut-on dire de
�
X
X

�
2M2n (R)?

En déduire que B est diagonalisable.

4. Généraliser lorsque A 2Mn (R) est diagonalisable et de rang n.

Exercice 6 (Mines) Soit (a0; a1; : : : ; an) une famille de réels distincts et (b0; b1; : : : ; bn) une famille de réels.

1. Montrer qu�il existe un et un seul polynôme P 2 Rn [X] véri�ant P (ai) = bi.

2. Montrer qu�il existe une unique famille de n+1 réels (�0; �1; : : : ; �n) telle que pour tout polynôme P 2 Rn [X],R 1
0
P (t) dt =

nP
i=0

�iP (ai).

Exercice 7 (centrale)
On note E l�espace vectoriel complexe formé des fonctions de R dans C de classe C1.
Soit un paramètre � 2 C. Pour tout k 2 N on dé�nit fk 2 E par:

8x 2 R; fk(x) = xke�x:
Pour tout n 2 N, on note En le sous-espace vectoriel de E engendré par f0; f1; : : : ; fn.

1. Déterminer la dimension de En.

2. Montrer que l�application D : f 7! f 0 dé�nit un endomorphisme de En.

3. a: Montrer que Dn est bijectif si et seulement si � 6= 0.
b: Montrer plus généralement que, pour tout polynôme P 2 C[X], l�endomorphisme P (Dn) est bijectif si et
seulement si � n�est pas racine de P .

4. Soient deux polynômes P et Q de C[X] tels que Q(�) 6= 0, et soit le polynôme R = PQ. Montrer que :
kerR (Dn) = kerP (Dn) :

5. Soit un polynôme P 2 C[X] de degré d � n.
Montrer que la matrice de l�endomorphisme P (Dn) dans la base f0; f1; : : : ; fn est:

M = (mi;j)06i;j6n avec mi;j =

(�
j
i

�
P (j�i)(�) si i 6 j

0 sinon

Attention : contrairement aux conventions habituelles, la numérotation des lignes et des colonnes
commence à 0 .

Exercice 8 (Mines ponts 25 transmis par un étudiant du lycée Michelet)
Soit E = RN l�ensemble des suites réelles. On dé�nit l�application D : E ! E par :

D ((un)) = (un+1 � un)

1. Montrer que D est un endomorphisme de E. Est-il injectif ? surjectif ?

2. Trouver les valeurs propres de D et les vecteurs propres associés.

3. Soit F = f(un) 2 E j
P
u2n Converge g.On dé�nit, pour u; v 2 F; hu; vi =

+1P
n=0

unvn : (i)

(a) Montrer que F est stable par D
(b) Montrer que l�égalité (i) dé�nit un produit scalaire de F .

(c) Soit G =
�
< u;D(u) >

kuk2 ; j u 2 F
�
. Montrer G � [�2; 1].

(indication considérer
< u; s(u) >

kuk2 avec s = D + idE.

2


