LU.Ildi 11 mai 2026 (algébre générale, polynomes)

Remarque Certains exercices ne sont pas attibués a un étudiant (ils ont parfois été déja traités en classe). Ils
sont la car

o Je considére qu’il est nécessaire de les revoir pour étre bien préparé.

e Dans la cas (peu probable) ou un étudiant réussit o tout faire en moins 30 mn, on a des exos supplémentaires.

Exercice 1 Soit n € N.
Montrer que (X —1)° est un diviseur de nX"*? — (n+2) X" + (n+2) X —n.

Solution de ’exercice: Posons P, = nX""? — (n+2) X" + (n +2) X — n.
11 suffit de vérifier que 1 est racine de multiplicité qu moins 3 de P, soit P, (1) = P! (1) = P/ (1). Calculs sans
difficultés.

Exercice 2 (ccp): Soit n € N*
1. Soit zy € C*. Résoudre, dans C, I’équation z" = zy.
2. On note, pour k € [[0,n — 1]], wy, = ™ .
n-17 — Wi

Pour quelles valeurs de n le complexe P = ]
k=1 1+ Wk

est-il défini?

3. On suppose que P est défini. Déterminer les racines de (1 + X)" — (1 — X)".

l—wk

et on pose xj = . Exprimer wy en fonction de xy.

14wy

n—1 k
4. On suppose que P est défini. Déterminer P. En déduire la valeur de [] tan (—W)
k=1 n

Solution de ’exercice:
1; En posant z = re'® et 2 = pe'? avec (r,a) € ]0,00[ x [0, 27[ et (p,8) € ]0,00[ x [0,27[, on obtient
=z e =re® o pt=ret Ik €L, n =+ 2%k < Ik EL, 2= Yret T = retnwy.
Or wi = Wiin
donc 2" =1 Ik € [[0,n — 1]], z = retnwy.
2: Il existe k tel que 1+ w; = 0 si et seulement si —1 est racine de ’équation 2™ = 1 si est seulement si n est pair.
On en déduit que P est défini si et seulement si n est n impair.
3: Posons Q@ = (1+ X)" — (1 — X)" Soit z € C.
Q2)=01+2)"-(1-2)"=0% (1+42)"=(1—2)". équation dont z = 1 n’est pas solution

_ (1+2)" 1+2\" 1+2z
donCQ(z)—O(:)(l_Z>n—1(:> 1=, =1<3dke|0,n 1]],1_Z—wk.

1 11—
Or T2 =wp e (l+2)wp=(1-2)wp & 2= ok (n étant impair, 1 + wy # 0).
1—2 1 14 Wi
Le polynome Q admet donc n racines z, = — i k€ [[0,n —1]].
Wk

(ces racines sont deux a deux distinctes car pour (k,j) € [[0,n — 1]]%,

1 1 ;
si k # [ alors + T =wy, #w; = % done T # T).
11—z 1—x;
n—1
4: On remarque qye xo = 0 donc P = [] xy, est le produit des racines non nulles de Q.
k=1

En développant, on obtient @ = zn: (M)X* - zn: (M (-1)' Xi = zn: a; X" avec a; = (1) (1 — (—1)i)
i=0 i=0 1 i=0



donc a,, = 2 car n est impair, a; = 2n et ag = 0 (ce qu’on savait puisque zo = 0 est racine de Q.

On a donc @ = 2X @), ou @, est de degré n — 1, de coefficient dominant 1, de coefficient constant n.

Les réel xq, ..., 2,1 sont non nuls (wy, # 1 si k € [[0,n — 1]]) et racines de @) donc racines de (); distinctes.
-1 a

Q1= ] (X — ) done Q1 (0) = (—1)" * Pet Q1 (0) = 2 — 5 done [P = (—1)" ' n.

k=1

2
— — ik ke (e7 ™ — etk —2isin (kZ n—1
Ona1 we 1 ° — = .1(_<£ 7): ( "):—ixtan(kﬂ)donc,P:( )"1Htan<kﬂ>
T4+wr 14k e*n (e ke 4 elkn) 2 cos (k%) " Prate n
, . nt km P ‘n— n—1 An—1
On en déduit que [] tan { — | = ——— ="' (-=1)"  n=(-9)" n.
k=1 n (—1)

n—1 k
Or n est impair donc si n = 2p + 1, (—i)" ' = ((—i)*)" = (~1)” donc [] tan ( ;) = (=1)"n.
k=1

Exercice 3 (Ccinp) Soit (m,n,p) € N*> et P = X?+ X +1
1. Détermuner les racines de P.
2. Montrer que P divise X3™+2 4 X3n+l 4 X3,
3. Déterminer I’ensemble des entiers naturels n pour lesquels: P? divise (X +1)" — X™ — 1.

Solution de Pexercice: 1: Ona B = X2+ X +1 = (X — j) (X — j2) avec j = ¢'5 (résoudre I'équation
2>+ 2+ 1 =0 en calculant le discriminant).
2: Posons Soit A,, = X372 4 X3+l 1 X3 Or
Le polyndéme B divise A, si et seulement si chaque racine complexe de B est racine de A,, avec une multiplicité
comme racine de B inférieure ou égale a sa multiplicité comme racine de A,,.
e Or A, (j) =72 4 3+ 4 4% = 52 4 j+ 1 car j3 = 1 donc A, (j) = B(j) =
e Le polynome A, est & coefficients réels et A, (j) = 0 donc A, (j) = 4, (2) = 0.
On en déduit que B divise A,,.

3: Onpose D = (X2 + X +1)° = (X — j)* (X — j2)° etC’—(X+1)”—X”—1.
D’apres le cours, D divise C,, si et seulement si C () =C! (5) =Cn (5% = C! (52 = 0.
Comme est & coefficients réels et j2 = j, C, (j) = C! (j) = 0= C, (7% =C! (44 = 0.
3 r
On remarque que 1+ j = 3 + z? =¢'s et donc
(CL(j)=0) & n(es)" —n(e 3) =0« (e's) :(e 3)

(n—1)m

P 1
& 1= (') 'ol=¢"3 odke Z|%:k2w

On a donc C) (j) =0« 3k € Z| n =1+ 6k.

. . ;7\ 146k ;2m 1+6k ;T ;2m

Sin =1+ 6k, alors C,, (j) = (¢'3) —(e’3> —1l=e¢e3—-¢e%5 —1=0.
On en déduit que D divise C,, si et seulement si Ik € Z| n = 1 + 6k.

n

Exercice 4 Calculer, pour x réel, > cos (kx).
k=0

Solution de ’exercice: e Si z # 0 [27]

n _ iln+1)z )
OnasS= Zcos(ka:) ZRe( ) = Re(Z e”) = Re <11€—> car e £ 1.
— e’lz.r

k=0
O 1 z(n—'l—l)a: _ Z(n+1)m/2 —z(n+1)ac/2 Z:(n-l—l)w/? _ eimﬂ/2 o (—Qi) sir‘l ((n + 1) £C/2)
1 — ein eiz/2 e—ir/2 _ gir/2 (—2i) sin (z/2)
2cos (nz/2) (sin(n+ 1) x/2)

On en déduit que S = sin (x/2)

e Siz =027 alors S=n+ 1.



Exercice 5 (Centrale): Pour 6 réel et n entier naturel non nul, On pose P, = X*" — 2cos (6) X" + 1.

1. Déterminer les racines complexes de X* — 2cos (6) X + 1.

2. On suppose que 0 n’est pas multiple de .

(a) Donner la décomposition en irréductible de P, dans C[X].

(b) En déduire la décomposition en irréductible de P, dans R[X].
3. Méme question si 0 est multiple de 7.

Solution de ’exercice:

1 Le calcul du discrimant donne A = —4sin? (§) = (2isin (#)) ? donc (apreés calculs)

ona|X?—2cos ()X +1= (X —e") (X —e )| (valable pour A =0 et A < 0).

2a: 6 n’est pas multiple de 7 donc A < 0.

D’aprés Q1, X" —2cos (f) X" +1= (X" — ") (X" —e ). Onadonc P, (z) =0« 2" =€ ou 2" = e "
e I'équation 2" = e ¢ R admet n racines complexes non réelles égales & (R +E3E) (noté 2z, 0 <k <n-—1)

4 : n _ ,—if _ i(—ﬁ—kﬁr)_ / o
o 'équation 2" =e W Sz ="V ") =2, 0<k<n-—-1

.. N 2~ 2 . [ — . . .
(ici, on préfere —k=T & +k=" pour avoir z;, = Z, ce qui ne change rien puisque les valeurs —k lorsque 0 < k <n—1
sont n — 1 entiers consécutifs.

n—1 n—1 n—1
X2 —2cos(0) X" +1=J] (X —z) [T (X —z) = [[ (X —21) (X —7z) donc
k=0 k=0 k=0
n—1
2b: Dot X" —2cos (0) X"+ 1= [ (X*—2cos (£ + k%) X +1).
k=0

3: @ Si 0 = 2k, alors X2" —2cos () X" +1=(X"—1)%. Orz" =1 2z =% =wy,, 0< k<n—1.
Si n est pair, n = 2p, I’équation 2" = 1 admet deux solutions réelles 1 = wg et —1 = w,,.
p—1
On obtient X" — 2cos (0) X" +1= (X —1)> (X +1)* [] (X2 —2cos (k%) X + 1)2. (les wg, 1 <k <p—1ont
k=1
un argument entre 0 et 7 donc ne peuvent pas étre conjugués deux a deux)
Si n est impair, n = 2p 4 1, cette équation admet une solution réelle 1 = wy.
p
On obtient X" — 2cos (A) X" +1= (X —1)* [] (X2 —2cos (k%) X + 1)2.

k=1

 Sif =m+2kr, alors X2" —2cos () X"+ 1= (X"+1) et 2" = -1l z=enthi =w, 0<k<n-—1.
Si n est pair, n = 2p, I’équation 2" = —1 n’admet pas de solution réelle.
p 2
On obtient X?* — 2cos () X" +1 =[] <X2 — 2cos (@) X+ 1) :
k=0
Si n est impair, n = 2p + 1, I’équation 2" = —1 admet une solution réelle —1 = w,,.

n

p 2
On obtient X2" — 2cos (0) X" + 1= (X +1)° [] <X2 — 2cos (M> X+ 1) :
k=1

Exercice 6 Mines ponts: Soit n € N, n > 2.

1. Montrer que si k € [1,n]], k(}) =n(}_}).

2. En déduire un calcul de Y k(7).
k=0

3. En déduire un calcul de Y k*(7).
k=0



k=1 k=1 k=0
BOnendedultquegn:OkQ() kzi:lk‘ L) = zz: (- )—nE_Z(kH)( )
et donc kzjok:Z( ) = nk:%_il k(") + n:g:: (") =nn-1) :2;:(2) (") + n:g:: (")

Or Z (®)=> B)1F1mF = (14+1)" =27 donc > k2(}) =2"*n(n—1) + 2" 'n.
k=0 k=0 k=0

Exercice 7 Centrale: Soit P € C[X] un polynéme non nul vérifiant P (X?) = P (X)P (X —1).
1. Soit z € C une racine de P. Montrer que z* est racine de P.
2. Montrer que les racines complexes sont soit nulles, soit de module 1.
3. Montrer que 0 n’est pas racine de P.
4. Déterminer les polynéomes vérifiant P (X?) = P(X) P (X —1).

Solution de ’exercice: 1: Soit z une racine de P. On a donc P(2?) = P (z) P (2 — 1) = 0 donc z? est racine
de P.
2: Par le méme raisonnement, (22)° = 2* est racine de P, (z4)? = 28 est racine de P donc, par récurrence, pour
tout n € N, 22" est racine de P.
e Si |z| > 1, la suite (|z2n D est strictement croissante donc si k # [, alors 22 #+ 2% donc P admet une infinité de
racines.
e De méme, si 0 < |z| < 1, P admet une infinité de racines.
Un polynoéme non nul admet un nombre fini de racines donc |z| = 1 ou |z| = 0.
3: Si z est racine de P alors P((z 4 1)%) = P(z+1) P(2) = 0 donc (z + 1)* est racine.
si 0 est racine de P, alors (04 1)° = 1 est racine et (1 + 1)* = 4 est racine ce qui contredit la question précédente.
4: Si z est est racine de P alors (z + 1) est racine.de P donc (d’aprés Q2 et 3) (= + 1)2‘ =1

Onadonc{ 2+ 1] =

FETRE Posons z = x + iy avec (z,y) € R?.

On a { xzf;;yjy:zlzo donc x = —% et y = ﬂ:\/?gdonc 2 = X% done z € (.72}
Il existe des entiers naturels «, 3 tels que P = C' (X — j)* (X — jQ)B.

Réciproquement, posons P = C (X — j)* (X — jQ)B.

Ona P(X%) =C (X2 —j)*(X2— ;2" et j* =1 donc j* = j donc X2 — j = X2 — (j2)> = (X — j2) (X + j2).
On a donc | P (X2) = C' (X — )% (X + j2)* (X — j)” (X + /)| (décomposition en irréductible).

Par ailleurs, P (X)P (X —1) = C2(X — j)* (X — 3’ (X =1 —j)* (X —1—j2)".
Or 1+ j+j2=0donc|P(X)P(X —1)=C*(X — )" (X — 72" (X + 12" (X +j)°
D’aprés l'unicité de la décomposition en irréductibles dans C[X],
onaP(X?)=P(X)P(X —1)sietseulement si C*=C (C=00uC =1)et a=p.
Les solutions sont donc le polynome nul et les polynomes (X — j)* (X —j2)" = (X2 + X +1)*, a € N.

Exercice 8 (Mines telecom) Soit n € N.

2 n 2
A partir de légalité (1 4+ X)2n =(1+X)"x (1+X)", montrer que ( n) = (Z) .
n k=0

) 2n . ) . .
Donner d’autres expressions de ( comme somme de produits de deux coefficients binomiauzx.
n 4



2n 2
Solution de I’exercice: D’une part (1+ X)*" = 3 ( n) XF,

im0 \ K
n 2n
D’autre part (1+ X)" Z < )Xk donc (1+X)" x (1+X)" = > X" avec ¢, = > a;a; avec
k=0 k=0 0<i,j<nyi+j=k

n
J
(formule du coefficient d’un produit de polynomes).

oneam- £ ()(5)-£()

2n n(n\?
Exercice 9 (Mines telcom) Montrer que, si n € N alors ( ) = > (k) en considérant deur ensembles
k=0

a; =

n
disjoints de cardinal n.

: 2n . : : :
Donner d’autres expressions de ( comme somme de produits de deux coefficients binomiauzx.
n

2n
Solution de ’exercice: L’entier ( ) est le nombre de parties P a n éléments de [|1, 2n]].
n

Choisir une partie P a n éléments revient a choisr X; = PN [|1,n|] et Xo = PN [jn+ 1,2n]].

Soit k € [[0,n]]. Les parties X telles que card (X;) = k et card (X3) = n — k sont au nombre de (Z) X (n ﬁ k>:

ilya (Z) choix de X; et, pour chaque choix de X, il y a ( " k) choix de Xs.

n —
n

n n
Comme k peut varier de 0 4 n, il y a en tout » ) X ( k) parties X de cardinal n.
= _

On en déduit que <2n> => ( ) ( > Z ( )
n k=0 k=0
Exercice 10 (Centrale 1)

Pour tout &£ € N on s’intéresse a l'existence d’un polynéme Ry € R[X] qui vérifie:
. 1 . 1
Vee R Ry |+ — ) == _k(5k>
x

1. Trouver Ry € R[X] qui vérifie (&), Ry € R[X]| qui vérifie (&) et Ry € R[X] qui vérifie (&;).

2. Calculer, pour z € R*, (x + %) (xk + wik)
En déduire que, pour tout k£ € N*, il existe un unique Ry € R[X] qui vérifie (&).

2n
3. Soit P un polynome de la forme P = 5 a, X%, avec n € N.
k=0
Donner une condition nécessaire et suffisante sur P pour qu’il existe un polynéme @) tel que :

Vr € R*, P() Q( 1)

Solution de ’exercice:
Soit x € R*.
1: Ry =1et Ry = X conviennent.



De plus (z + %) = 2% + 2+ % donc Ry = X? — 2 convient.
2: Existence: Récurrence double
k=1et k=2 déja vu.
Soit k > 2 et supposons Ry vérifie (E;_1) et Ry Vériﬁe (&k).
On s (1+2) (1 + ) =5 o g b
gt = (2 + 1) (aF+ &) —ab T+ A = (:c+ DRy (z+ 1) — Ry (2 +1).
En posant Ry = XR; — Rj_1, on a bien xk“ + A+ = Ry (24 2).
Unicité: Soit Qx une solution de (£;). On a Ry, (u) = Q, (u) pour tout u de la forme 2* + X
La fonction = — 2% + xik n’est pas constante et est continue sur ]0,4o00| donc elle prend une infinité de valeur
(TVI) donc Qr = Ry.
3: Soit € R*. On cherche a faire apparaitre les expressions z* + xi

P(x)

Ona——= = n—i—Zaxk”—l— Z apz™". Or Z agz® = Za% k2"
T k=ndt1 kn+1 k 2”’%

e Supposons que Vk € [[0,n — 1]], agp—x = ag. Alors Z aprtm = Z apr™k

k=n+1
P n—1
—;x):an—‘—za(kn—‘—l‘n k)_an+zanj(xJ+$j)—an+zan] (fL“" ) Q(x_‘_%)
k=0 7=1 j=1

avec Q = a, + Y a,—;jR

j=1

On a donc

P(x
e Réciproquement, supposons Vo € R*., (z)
xn

=Q (2 + 1) avec Q polynome.

d 1\*
On a donc P(z) =2"Q (z 4+ 1) = 2" Y} by <x—|——) :
k=0 x
Résumé de la suite:

. 1
- Développer (x + %)k par le bindme et remarquer que les coefficients de z* et — sont identiques.
xZ

- En déduire que 2" (x + %)k, les coefficients de 2" et 2"~ sont identiques.
- En déduire que dans P les coefficients de 2™ et 2"~ sont identiques.
- Faire un changement d’indice pour se ramener a Vk € [[O n —1]], agn—r = ax.
k
k .
(Par exemple 2" (z + 1)" = 2" % (22 + 1)]’C ="k Z ( Yo =3 (]?)x"*k”’.

)
i=

Or (]f) = (k]iz) donc les coefficient de 2" %2 et de x" Ft2(k=1) — grtk=2 gont égaux.

En posant j = k — 24, les coefficient de 277 et de 2"/ sont égaux).

Exercice 11 (centrale) Soit P = X3 +0X?+cX +d € C[X] et x1, 7o et x3 les racines complexes de P (comptées
avec multiplicité).
Exprimer z3 + x3 + 22 a l'aide des corfficients de P.

Solution de ’exercice: On a Py =1 x (X —z1) (X —x1) (X — zq)
donc P = X3 — (z1 + @9 + x3) X? + (2129 + 2173 + To13) X — 217973
T+ To+ T3 = —b
d’ou T1%o + T1X3 + ToXz = C .
T1T2T3 = —d
Or (z1 + xy 4 23)° = (22 + 23 + 22) + 2 (2125 + 7125 + T923) donc 22 + 22 + 22 = b? — 2.



