MeI'Credl 13 1mail 2026 aprés midi (réduction)
Exercice 1 CCINP PSI: Soit (a,b) € R? et f l'application de M,, (R) dans M,, (R) définie par
f(M)=aM +bM?".

1. Soitn € N* et S, (R) (respectivement A,, (R)) le sous-ensembles de M., (R) formé des matrices symétriques
(respectivement antisymétriques).

(a) Montrer que S, (R) et A, (R) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de M,, (R).
(b) Déterminer la dimension de S, (R) et A, (R)

2. Vérifier que f est un endomorphisme.
3. Montrer que f est diagonalisable et déterminer ses valeurs propres.

4. Déterminer la trace et le déterminant de f.

Solution de ’exercice: .
la: voir cours
1b: Voir cours: dim (S, (R)) = w et dim (A4, (R)) =
2: La transposition est linéaire donc f est linéaire.
3: Sib=0, f =aid donc f est diagonalisable et sp (f) = {a}.
Si M est symétrique alors MT = M donc f (M) = (a + b) M
donc a + b est valeur propre et S, (R) C E .y (f)-
Si M est antisymétrique alors MT = —M donc f (M) = (a —b) M
donc a — b est valeur propre et A, (R) C E, ;(f).
On sait que S, (R) @ A,, (R) = M,, (R) donc dim (S,, (R)) & dim (A, (R)) = dim (M,, (R)) donc
dim (Eayp (f)) + dim (E,—p (f)) > dim (M,, (R)) donc f est diagonalisable.
Comme la somme des dimensions des sous-espaces propres ne peut pas excéder dim (M,, (R)),
- il n’y a pas d’autres valeurs propres
-et S (R) = Eqaup (f) et An (R) = Eamy (f)-
(on peut aussi justaposer des base de S,, (R) et A,, (R) comme dans Q2).

3: On sait que dim (S, (R)) = "1 ot dim (4, ®)) = "= ot 5, (R) & A, (R) = M, (R)
donc si b est une base de S, (R) et b’ une base de A, (R) alors (b, ') est une base de M,, (R).

La matrice de f dans cette base est diagonale et en calculant la trace de la matrice A de f dans cette base, on

obtient .
() ="" Y )+

n(n—1)
2
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% (a—0b) et det (f) = (a +b) £ (a—b) n(n2—1) (valable aussi si b = 0).
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P P(1-X) .et n € N*.

Exercice 2 Mines telecom: Soit E = R3[X] et ¢ : {

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme. Ecrire la matrice A de ¢ dans la base canonique de E.
L’endomorphisme @ est-il bijectif ¢
Déterminer un polynoéme annulateur de p.

Donner les éléments propres de p.

AT

Généraliser les questions précédentes & E =R, [X%



i . L ;
6. En déduire la valeur de (—1)z+k X (> X (2) pour 0 <i<j<n-—1.

k=i ?

Solution de 1’exercice:
Lo (AP +pQ) = (AP +pQ) (1 = X) = AP (1 = X) 4+ uQ (1 — X) = Ao (P) + np (Q)-
1

p(1) =1 11 1 1
p(X)=1-X _ |0 -1 -2 -3

De plus, o (X2) = ( —X)2:1—2X—|—X2 donc A = 00 1 3
P (X?) = (1= X)’ =1 - 8X 4 3X° - x* AR

2: La matrice A est triangulaire & coefficients diagonaux tous non nuls donc est inversible donc ¢ est bijective.
3: S8i P = ap+ a1 X + a; X2 4 asX?, alors ¢ (P) = ag+ a1 (1 — X) +as (1 — X)* + a3 (1 — X)® donc

p(p(P)) =apt a1 (1= (1= X)) a2 (1 — (1= X))’ +as(1—(1—X))* =P,

On en déduit que p o o (P) = P donc ¢?* = idg donc A? = I, donc A~! = A.

4:De plus, X2 — 1= (X — 1) (X + 1) est un polynéme annulateur de ¢ donc

¢ est diagonalisable et sp (¢) C {—1,1}.

Premiére méthode: résoudre AU = U et AU = —U avec U € My, (C).

Deuxiéme méthode: deviner des vecteurs propre:

On remarque que

¢(l)=1donc 1€ E(p).

¢(X—1):(1—X)—1:—X+—=—<X—%> doncX—%eE_l(gp).

o ((x— %)2) _ ((1 _X)- %)2 _ (X— %)Qdonc <X— %)2 € F1 () et de meme <X— %)3 € F1 (o).

2 3
On a donc vect (1, (X — %) > C FE1(p) et vect (X — %, (X — %) ) C E ()
donc dim (E; (¢)) > 2 et dim (E_1 (p)) > 2.

Or dim (£ (¢)) + dim (F_; (¢)) < 4 donc dim (F; (¢)) = dim (E_1 (p)) = 2.

1\? 1 1\°
De plus, vect | 1, X—§ = Fi (p) et vect X—§, X —=

5: De méme o (X7) = (1— X} — jo (J> (XY x 17 = 30 (< 1)’ j) (= X)' done

(00 -
R

1=

A\ L
_(—1 <
.On a donc a1 11 = (=1) (@) Tr=

0 sinon
De méme ¢ (¢ (P)) = ¢ ((P(1—-X))) = P(1—(1—- X)) = P(X) donc ¢* = id donc ¢ est diagonalisable et
sp(p) = {-1,1}.

1\ 2 1\ %
On vérifie de la méme fagon que si 0 < i < [n/2], ¢ ((X——) ) = (X—§) et 0 < i < [(n—1)/2],

() 6y |

2



1\
La famille ((X — 5) ) est une famille de degrés échelonnés donc base de C,, [X]| donc est une base de
0<i<n

vecteur propres

On a F = vect <(X—%)21,0§i§ Ln/?J) C Er(p)
et G = vect ((X—%)%H,ogz’g L(n—l)/ZJ) CE_i(p).

et F& G = C, [X] donc dim (F) 4+ dim (G) = dim (C,, [X]) donc F' = E; (p) et G = E_1 ().
6 Posons B= A2 Si0<i<j<n-1,

on 8 by = & asaaen X aneager = 5 (-1 (5) 08 (1) = S0 (5) « (7).

k=0 k=i k=i ]
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OI'B:AQZIQdOHCZ<—1)l+k<k_;) X (é):{ Osie<y

P i 1sii=j
Exercice 3 Soit (A, B) € M, (C)%. On suppose que sp(A) N sp(B) = 0.
1. Montrer que x 4 (B) est une matrice inversible.

2. En déduire que pour tout X € M,, (C), AX =XB & X =0.
3. Montrer que VM € M,, (C), 3X € M,, (C) tel que M = AX — XB.

Solution de ’exercice

1. premiére méthode: Le polynoéme x4 est scindé dans C[X]. Posons y, = [ (X —A)"W.
A€sp(A)

Onax,(B)= [] (B—=A,)"Y et (B — AlL,) est inversible car A n’est pas valeur propre de B.
Aesp(A)
Donc x 4 (B) est inversible comme produit de matrices inversibles..
deuxieme méthode:Toute matrice carrée complexe est trigonalisable donc
il existe P inversible et T triangulaire supérieure ' = P~'BP.
On a T = P71B*P donc x4 (T) = P~'x, (T) P.
La matrice x4 (7') est triangulaire et ses coefficients diagonaux sont les x 4 (¢;;)-
Or sp(B) = sp(T) = {ti;} et sp(A)Nsp(B) =0 donc x4 (t;;) # 0.
Une matrice triangulaire & coefficients diagonaux non nuls est inversible donc x4 (7) est inversible donc
X4 (B) est inversible.

2. Supposons AX = XB. On aA?’X = XB = AAX = AXB = XBB = XB2
Par récurrence, on montre que Vk € N, A*X = X B* et
par combinaison linéaire, | pour tout @ € C[X], @ (A) X = XQ (B) |
En particulier, x4 (4) x X = X X x4 (B). Or x4 (A) = 0 (Cayley-Hamilton) donc X x x4 (B) = 0.
En multipliant & gauche par l'inverse de x 4 (B), on en déduit que X = 0.

3. Soit ¢ : M,, (C) — M,, (C) définie par ¢ (X) = AX — X B. On vérifie que ¢ est linéaire. D’apres la question
2, ¢ est injective.
Or M,, (C) est de dimension finie donc ¢ est un isomorphisme.
Pour tout M € M,, (C), il existe une et une seule matrice X € M,, (C) vérifiant ¢ (X) = M.

Exercice 4 (Centrale): Soit v € R™ non nul. On note E, ’ensemble des matrices de M,, (R) admettant x comme
vecteur propre. Montrer que E, est un sous-espace vectoriel de M,, (R) et préciser sa dimension.



Solution de I’exercice:
1:- La matrice nulle est élément de E,.
Soit (A, B) € E? et (A, ) € R2. tels que Az = Az et Bx = pz. Soit ¢ et u deux réels.
On a (tA+uB)x = tAz + uBx = (t\ + up) x donc tA+uB € E,
donc E, est un sous-espace vectoriel de M,, (R).
2: On complete z en une base b de R™ et on considére la matrice P = PbbO ou by est la base canonique.
L’application ¢ : M +— P~M P est un isomorphisme de M, (R) (vérification laissée au lecteur)
et ¢ (E,) est 'ensemble E des matrices M telles que m;; = 0 pour tout i > 2.
On a dim (£,) = dim (E) =1+ n x (n — 1) (E est engendré par des matrices élémentaires F; ; avec (i,7) # (I,1)
pour [ > 2).

Exercice 5 ENS PSI 21: Soit n > 2. On appelle pseudo-inverse de A € M, (R) toute matrice B € M, (R)
vérifiant:

AB=DBA, A= ABA et B= BAB

Pour toute matrice A, on note a l’endomorphisme canoniquement associé.

1. Soit A € M,, (R) tel que rg(a) = rg(a®) = r. Montrer que R" = ker (a) ® Im (a). Montrer qu’il existe

CegL, (R) et PegLl, (R) telle queA:P( (? 8 )P‘l.

2. Montrer que A € M,, (R) admet un pseudo-inverse si et seulement si rg(a) = rg(a?).

3. Soit A € M,, (R) admettant un pseudo-inverse B et b l’endomorphisme canoniquement associé.a B.

(a) Montrer que a o b est un projecteur dont on précisera le noyau et 'image.
(b) Montrer que A admet un unique pseudo-inverse que l’on notera A™.

(¢c) Montrer que AT est un polynéome en A.

4. On suppose que At existe et que (Im ((JL))L = ker (a). Soit y € R™. Montrer que le vecteur A*y minimise
la fonction f : x — ||Ax — yH2 sur R™ et qu’il est le vecteur de norme minimale parmi tous les vecteurs qui
minimise f.

Solution de P’exercice: 1: Montons ker (a) NIm (a) = {0}. Si z € ker (a) NIm (a) alors 3t € R",z = a (t)
et a(x) = a®(t) = 0 On en déduit que ¢ € ker (a®) Or ker (a) C ker (a?) et rg(a) = rg(a?®) donc (th du rang)
dim (ker (a)) = dim (ker (a?)) donc ker (a) = ker (a?) donc t € ker (a) donc z = 0 donc ker (a) N Im (a) = {0}. Le
théoréme du rang entraine que R™ = ker (a) & Im (a). Soit By une base de ker (a) et B; une base de Im (a). La

famille (By, By) est une base de R” et dans cette base, la matrice de a est de la forme ( OC 8 ) avec C' € M, (R)

On a donc rg (a) = rg (C) = r donc C' est inversible.

2: Supposons que A admet un pseudo-inverse B. On a AB = BA , A= ABA donc A = A?B

D’apres le cours; rg (MN) < rg (M) donc rg (A) < rg(A?).

D’apres le cours Im (v o ) € Im (v) donc Im (a?) C Im (a) donc rg (A?) < rg(A) donc rg (A) = rg (A?).
Supposons que r¢g (a) = rg(a?). Soit C € GL,(R) et P € GL, (R) telle que A = P( g 8 >P1. Posons

ctloN .,
B_P<0 O)P.

Lesrelations(C())(C_l0):(17’0):(0_10)(00)
010 0 |0 010 0 |0 00 )
permettent d’obtenir que AB = BA, A= ABA et B= BAB.

3a: On a B = BAB donc BA = AB = ABAB = (AB)? donc a o b = bo a est un projecteur.

On aIm (aob) C Im(a). De plus a = (a0 b) o a donc Im (a) C Im (a o b) donc Im (a o b) = Im (a).
4




De plus ker (a) C ker (bo a) donc (th du rang) ker (a) = ker (a o b).

On en déduit que a o b est un projecteur sur Im (a) parallelement & ker (a).

3b: Premieére méthode: Les réles de a et b sont symétriques donc

on a aussi Im (a o b) = Im (b) et ker (b) = ker (a 0 b).

D’apres a: R" = Im (a) @ ker (a) et dans une base B adaptée a cette décomposition,

on a matp (a) = ( (j)E 8 ) et mats (b) = <O£%>

car b admet aussi un pseudo-inverse et Im (b) = Im (a) = Im (a o b).

Oraob="boa estleprojecteur sur Im (a) parallelement & ker (b) admet comme matrice < [, | 0 > dans la

010
base B

On a donc < OE 8 ) = < (? 8 > = ( ér 8 ) donc F inversible et G = E~! ce qui entraine 1'unicité de b

donc de B.

Autre méthode:

Si x € ker (a) = ker (b) alors b(z) =0

Soit z € Im (a).

On ker (a)NIm (a) = {0} donc @ induit un isomorphisme de Im (a) donc 3t € Im (a), z = a (t) et donc Ju € Im (a),
t=a(u)

Or AB=BAdoncb(z)=b(a(t)) =boaoca(t')=aoboa(t')=a(t)=t.

Il existe un et un seul endomorphisme dont les restrictions a deux sous-espaces supplémentaires soient fixés donc
b est unique donc B est unique.

3c: On reprend les notations de Q2. La matrice C' admet un polynéme annulateur P = ag + a1 X + - - - + a, X*.
On peut supposer que ag # 0 car C et est inversible donc on peut multiplier par C~! autant de fois que nécessaire
égalité agl, + a;C + - - - + a,C* = 0.

—1
(alc + 4 akC’“) =(C x — (alfr 4+t akafl) donc il existe @ € R[X] tel que
0

On en déduit que I, = ;—01

J/

c1

C1=Q(0).
L1 Cct]o Cl0 .
On en déduit (calcul par blocs) que 0 o) = Q 010 puis que AT = B =Q (A).

4: On a {||Az — yl|?,z e R"} = {]|z — yl?, z € Im (a)}.et inf.emme) ||z — yl?> = |lp (y) — y||> ou p est le projeté
orthogonal de y sur Im (a).

Siz = Aty alors, |Az —y||> = ||[AAty — y|” et AATy est le projeté de y sur Im (a) parallelement a ker (a). Or
(Im (a))" = ker (a) donc AAty est le projeté orthogonal de y sur Im (a) donc # = Aty minimise f sur R,

De plus, [|Az — y[|* = [AATy — y||* & Ax = AA*y carsiz € Im (a) # p(y) = AATy, alors ||z —y|| > [Ip (y) — v
donc les éléments = qui minimisent f vérifient Az = AATy soit A(x — Aty) = 0 donc z — Aty € ker (a) donc
3t € ker(a), 2 = Aty +t. Or (Im(a))" = ker(a) et Im(a) = Im (a*) (utiliser par exemple A = A*A? et
At = A(AM)?) donc ||z]|> = |Aty||* + ||£2|| de norme minimum pour ¢ = 0 donc pour z = Aty.



