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Exercice 1 ccinp 23 Pour n € N, en cas de convergence, on pose I, = ——dt
0 (1 + et)nJrl

1. Montrer l’existence de I, pour tout entier n € N.
1 n—1

2. Montrer que, pour toutn > 1, on a I,, = —om +

I, 1.
3. Pour tout entier n € N, on pose J, =nl,.

e Trouver une relation entre J, et J,_1.

o Calculer Ji. En déduire que une expression et un équivalent de I, pour n > 1.

Solution de ’exercice: .
n

1: Pour n € N, soit f, : Ry — R définie par f,(t) = Oew. La fonction f, est continue sur R, et
+e
6nt .
) 2 e

Par comparaison, f, est intégrable sur R car ¢t — e I’est donc l'intégrale I,, existe

o nt 1 AL
2: Pour n € N*, dans f0+ e—ldt, on pose u : t _(+e) et v:t— e D qui sont de classe C" sur

(1+et)" n
R, .

t
On a v (t) = (lfw et v/ (t) = (n— 1) eVt et tE+moou(t)v(t) =0 car u(t)v(t) hod —%t d’ou,
par intégration par parties on a I,, = 0+°° ' (t)o(t)dt = [u(t)v(t)]g™ — O+°° u(t)o’(t)dt,
1 ~ (n—1)t 1

ce qui donne bien la relation I,, = m + an f0+ (16+ ) dt = o + nTilInfl'
3: a: Ainsi, pour n € N*, J,, = nl, = 2% + (n—1)1,_1 donc J,, = J,_1 + 2%

- 1™ 1
b: On caleule Jy =T, = [} ——dt = {— t] — -

(1+et) L+et], 2

On déduit de la question précédente que si n > 2,

n=l 1 1 1 1 1 1 1
Jn=D+ 2 (Jei—Jk) =5+ 5+ 5+ +—=§<1+ + ottt

& 2 2228 o 2" 22 gn-1 1 2
2
2 1
donc I, = ———%— ~ —.
n n—-+o00 1
+oo ]
Exercice 2 (Cecinp) Soit « > 1. On pose R, = Y o
k=n+1

A quelle condition la série de terme général R,, est-elle convergente?

Solution de l’exercice (non détaillée). On montre par comparaison avec une intégrale

o 1 .
que f: dt < ) ZH S f: t—adt et le calcul de ces deux intégrales permet de montre

que R, ~nioo e qui permet de conclure que Y R,, converge si et seulement si o > 2.

(= 1)n-

2 1
Exercice 3 (ccinp) Soit (a,b) € R%. On pose, pour n € N*, u,, = en + acos( ) +bln < nt )
n

Pour quelles valeurs de (a,b) la série Y u, est-elle convlergente?



Solutlon de l’exerc1ce Onaun—en—l—acos( )—I—b(ln( )+1In(1+ 5-)) donc
L=1+1 ol el +a(1 )—{—b(ln() 1n 1) n_>+oo(n12)d0nc
~ (1+a+bIn(2) + (1 )1+(1_§_Z)§2+0N%+O@(1)

n2

)
o Si (14+a+bIn(2)) # 0 alors hlil u, # 0 donc la série > u,, diverge.
)=

eSi(l+a+bln(2))=0et % # 0 alors u, ~pioo (14 2) L de signe constant donc la série Y- u,, diverge.
eSi(l+a+bln(2))=0et 1 +3) =0 alors u, = Oy i0o (n—lj donc la série Y u,, converge.
La série ) u, converge si et seulement si b= —2 et a = —1 —21In (2).

Remarque On aurait pu se contenter d’écrire u,, = (1 +a+bln(2)) + (1 + %) % +0 ~p i (#), ce qui évite
de calculer le coefficient de #

2

Exercice 4 (Ccinp) Soit a > 0. Etudier la convergence de la série de terme général u,, = (nia)n .

Solution de ’exercice: ,
On a Uy = ( n )"2 —e zln(n+a) — efnzln("T*a) — efnzln(lJr%) _ 67112(%7(%) +0n—>+oo(n%>)'

n+a
_ 2 _ o . . . . 2 2
Uy, = et Fonotoo(l) — gmnage®+on—too(l) o par composition des limites, lim e® ton—teo(l) = go® £ ()
n—-+0o0o
_ 2 . s . 4 Py — -
donc u, ~ e ™e* >0 donc, par comparaison avec la série géométrique > e ", la série Y u, converge.

n—-+o00o

Exercice 5 (Ccinp) Déterminer la limite de la suite (u,) définie par u, = Z

1V n2 + 2kn

Solutlon de P’exercice :

On a S, ——Z

b—a » b—a 1
a+k——)aveca=0,b=1et f:0+— —.
1y/142k/n n kzlf< n ) 4 V1+2t

1

D’apres le cours sur les sommes de Riemann, S, —, . fol mdt = [\/ 1+ 225](1) =3 -1

fra) (a0t

Exercice 6 (Ccinp) Soit (ay),cn- une suite de réels positifs. On pose u, =

1. Calculer uy + uy. Donner une forme simplifiée de > u;.
i=1

2. Montrer que la série > u,. converge

3. Calcul !
. Calculer sa somme pour a, = —=.
P NG

Solution de ’exercice: 1: On remarque que

o (l+a)-1_ 1
"Tra) Ota)  (ta)
as  (l+a)-1 1 1
"Ura)dta) (Ota)lta) (ta) (@+ra)dtae)
donc uq +us =1 — . De méme, pour tout n € N*,

(]. + Cbl) (]. + CLQ)
en remplacant a,, par (1 + a,) — 1, on obtient
1 1
(I+a)(T+a)x-—x(T+a,1) (@+a)(l+ay)x---x(1+ay)
n 1

On en déduit, par téléscopage, que » u; = 1 — .

par teléscopage, dne 3, (a0 (Lt az) x - x (14 a)
2: Posons p, = (1 +a1) (1 +az) x -+ x (1 4+ ay,).
La suite (p,,) est croissante car p,+1 = (1 + ap11) pp avec a,41 > 1. On en déduit que (p,) admet une limite.

2

Up =




1
Si lim p, =400, alors lim 1 — — =1 donc la série ) u,, converge et a pour somme 1.

n—-+00 n—-+00 Pn
1 1 [—1
Si 111_{1 pn =1, alors [ > p; > 0 donc hr_"I_l l——=1- 7 donc la série ) u,, converge et a pour somme
n—-+o0o n—-4o0o pn

1
3: Dans le cas oflan:%,Onaln(pn)zzln(l‘i‘ai):Zln <1+%>'

Posons v; = In (1 + %) On a v; ~i_so \[ et la SATP Z 7 diverge donc SATP > v; diverge.
On en déduit que hI}_l In (p,) = 4+oc.et p, = ™) donc lim p, = +oo donc la série > u, converge et a pour

n—-4o00
somme 1.

(="
Viy/n+2x (=1)"

Exercice 7 (Mines ponts) Nature de la série

Solution de I’exercice: Remarque: On doit prendre n # 1.
La série n’étant pas a termes positifs, on ne peut pas raisonner par équivalent. Le CSSA ne s’applique pas (calculer
les premier termes).

(=n" (—=1)" (=n" < cy\ 7z _ (=D)" 1
v iy vl G Bt UL EE)
(=" 1 (= 1)" 1 T
Uy = ——— 4+ Opioo | —5 |- Les séries > ——— et > O, 100 | —5 | convergent (la premiére d’apres CSSA)
n 77,2 nz
donc la série ) u,, converge.
Exercice 8 Pour tout n € N, on pose u, = fol (1?/5
1. Montrer que u,, est bien défini pour tout n € N.
2. Calculer la limite de la suite (up),,cx-
3. Montrer que la série numérique »_ u,, diverge.
4. Montrer que VYn € Ny u,1q = SZigun
5. Montrer que u, ol \/g
(1—=)"

Solution de I’exercice: 1: Pour n € N, la fonction f,, : z — est continue sur |0, 1].

VT
On a f,(z) ~ \/LE donc, par comparaison aux intégrales de Riemann, f,, est intégrable sur |0; 1 donc u,, existe.
2. Utilisons le théoréme de convergence dominée :

(H;) Comme YV €]0;1[,lim, ., (1 —2)" =0, la suite (f,),-, converge simplement vers la fonction nulle g :
x — 0 sur |0; 1[.

(Hs) Les fonctions f, et la fonction g sont continues sur |0; 1].

(Hz)Vn € N,Vz € 051 [ Ifa(x)| = (17%)” < \/ii = p(x) et ¢ est continue et intégrable sur |0; 1[ d’aprés Riemann.
On en déduit que hm fo fo(z)dr = nhm Uy = fo x)dx = 0.

1
3: Siz €]0,1] alors 0 < /x < 1 donc —= > 1 donc

NZ

pour n € N* comme f,, est positive sur |0; 1], on a u, > fl(l —x)"dr = [

0 . Comme

n+l ], n+l1

—(1—2)"]" 1
Gl ] = >0
- -7 diverge, par comparaison, ) ., u, diverge.

1 (1 $ n+1

4. Pour tout n € N, dans u,1; = 7 —dx, on pos% u(x) = (1 —2)"™! et v(z) = 24/7 de sorte que u'(x) =

0



—(n+1)(1—2z)" et v'(z) = \/L% avec u et v de classe C* sur ]0;1] et limgo+ u(z)v(z) = 0. Ainsi, par intégration

par parties, il vient u, 1 = [2(1 — x)”“\/ﬂé +2(n+1) fol(l —z)"/zdx donc u, 1 = 2(n+1) fol(l - x)”_l_f}i—f) de.
Par linéarité de I'intégrale, comme les deux intégrales convergent, u, 11 = 2(n+1) [ fol A=) gy — fol (17\%“1 dm] =

7z
(21 + 2)u, — (20 + 2)Up 41 done v, = 242y,

5. Pour n € Nju, = %un 1 = 2311 X gz:f X +ee X %uo d’aprés la question 4 qui se simplifie en u, =
—9)...9)2 2n 2 .
Eéi@ggnz—)n?)s% = (zi)!((znézﬂ)u()' Or uy = fl de — [2,/x]} = 2 donc, pour tout n € N, on a la relation u, =

2 227(pn))? s N ] ~ (E)n ~ 2 227 (271rn)n2ne?n
ST @)l D’apres la formule de STIRLING (n! o V2mn X =) on a donc u, ~ ;- X G fan () 2

Uy ™~ \/f comme attendu.
+oo VT

(On retrouve bien la divergence de ) - uy).

Exercice 9 (Ccinp): Existence et calcul de f0+°° ve~l@dx. (|x| est la partie entiére de x).

—x
3

Solution de I’exercice: e Existence: On a 0 < ze £ < g~ (@1 = ege=* ot =1ze" —, .1 0 donc

1

22
I'intégrale existe.

n—1 n—1 n—1
o Calcul: [ ze l"ldr =1lim, 100 3 f:ﬂ ze~*ldz donc [ we~l"ldx = Y f:ﬂ ve lWdr = 3 fkkﬂ e Fdr =
k=0 k=0 k=0

n—1 n—1

Y ((k+1)2 = k) = 3 55 + ke ™.

k=0 k=0

+oo +o0

> # = 2(1 1y~ Pour calculer Z ke posons f (x) = > x* pour x € |-1,1].

On peut dériver terme & terme cette série entiere: f'(r) = > ka*~! donc xf' (z) = Y ka* = > ka*.
k=1 k=1 =0

1 +oo —1
Or f(z) = —— donc af' (z) = L Z kz*. On en déduit que Y ke ™* = 6—2 et donc
-z (1—2)° k=0 (1—e)
f0+oo ozl gy — 1 N et (1- 6*1) +2t 14et _ e (1+e)

21—e) " (1—e)’ 20-c) 20— 2(e—1)

Exercice 10 (centrale): Soit ¢, le nombre de chiffres dans l’écriture de n en base 10. Montrer que la série de

terme général est convergente et calculer sa somme.

Cn
n(n+1)
Solution de I’exercice :

1. Commencons par encadrer c,: Supposons n = aj_110*1 + .- + ;10! + ag avec a; € {0,1,...,9} et ar, # 0

(c’est-a-dire ¢, = k). On a donc 1071 < n < 9 X 10F1 4 49 x 10 49 = 9 x 110 — 10’f — 1< 10"

~10
donc (k—1)1In(10) < In(n) < k1In (10) ( 1n(") soit ) < 1 + lnn . On a donc
Cn In(n)

In(10) In(10) ln(
3
—— ~Nneo s = Onoeo (M2 ) donc > ———— est une série absolument conver ente.
n(n+1) In(10)n® "~ ( ) 2 n (n + 1) Ve

2. On remarque que les nombres dont le développement admet k: chiffres sont les entiers compris entre 10%~!

et 10¥ — 1, donc 10%: 10— % ( 10’“2—1 C—)> Z k ( 10’€Z—1 %) donc

1 n(n+1) i n=10k—1 10 (n+1 n=10k—1 T (n+1

10N -1 c N 10F-1 1 1 1 1
. n k - —— )4
S22 ) = 5k (e ) o

n=1

1)
1 N 1 N-1 1 N 1
(k+1)— — 5 h—

ngl n(n—i—l) k=1 10k—1 k=1 ].0 k=0 10k k=1 10%
4

10N -1




1071 ¢, 1 teo 1 . 10
Py oy B Z 7 ~ Vg e ST TR
V-1 . 10
Par ailleurs — SNt donc —
n; nnt1) Nt Z (n+1) nzln(n—l—l) 9
nooo1
Exercice 11 (mines ponts) Déterminer la limite de la suite de terme général S, = T
k=1T
n 1
Déterminer la limite de <Z sin ( )) .
k=1 n—+k neN
Solution de I’exercice: 1: On a S, = 3 L i _boa i f (CH— kb_—“) avec @ = 1
oStk o L+E o0 3 " 7

b=2et f(z) = % La fonction f est continue donc (théoreme sur les sommes de Riemann ou méthode des

rectangles) (S,,) converge vers ff —dzx =1n (2).
T

2: La fonction f : z + sin (z) est de classe C® sur R donc (Taylor-Lagrange)

" (0 M;|z — 0
|sin(:[:)—93|:‘f(:[:)—(f(0)+f/(0):17—|—f—()x2) S%&wecMg:snpRU”ﬂ:l.
n 1 1 12 1 1
Ona |S, — S, = i - — et < —
nal|S) | kglsnl(n‘f‘k) (n+k)' 6§(n+k) (k)P
— < —=—d Sy i In (2).
donc Z NI nx o5 = onc (S],) converge aussi vers In (2)



