Mal’di 26 ma;i 2026 (analyse de premiére année)

Exercice 1 (ccinp)

1. Montrer que, pour tout n € N*, l"équation x™ + x/n = 1 admet une unique solution dans [0,1]. (on note
cette solution x,,).

2. Déterminer la limite de la suite ().

3. Déterminer la nature de la série Y x,,.

Solution de ’exercice: 1: Posons f (z) = 2" 4+ xy/n — 1.
La fonction f est dérivable sur [0, 1] et f’(z) = nz""! +y/n > 0. La fonction est continue strictement croissante
sur [0, 1] donc réalise une bijection de [0,1] sur [f(0), f (1)] = [-1,+/n] et 0 € [—1,+/n] donc il existe un et un
seul réel z,, vérifiant f (z,) = 0.

2: Ona\/_xngldon00<xn§7donc lim =z, =0.

n n—-—+00
1
00 Onaynr,=1—2"et 0<2a” <z, donc lim 2”=0donc lim /nz, =1
\/ﬁ n—-+oo n—+o0o

donc ) x, est une SATP divergente.

3: Montrons que x,, ~
1
n—-4o0o %

Exercice 2 (ccinp) Pour x € ]0, g [, on pose f (z) = tan (x>tan(2x)‘

donc z,, ~

T =
Déterminer les limites de f en 0%, en 1 et en 5

Solution de ’exercice: (On peut commencer par vérifier avec la relation a® = (@

mandées sont des formes indéterminées).

e En 0: tan (z)"**®*) = ¢tan@)n(tan(@)) - O tan (22) ~y_ 22 et

In(tan(z)) =In(z+o(z)) =In(z(14+0(1))) =ln(zx) +In(l+0(1)) ~p—o In(z)

car In (z) —, 0 —oo et In(1 +0(1)) —,_0 0 (logarithme d’équivalent redémontré)

donc tan (2z) In (tan (x)) ~,;—o 2z 1n (z) —,_0 0 donc, par composition des limites, lim f(z) = 1.

—0t
e Enx = %: posons x = % + h. On a tan (2z) In (tan (x)) = tan (g + 2h> In (tan (% + h))
—1 —1
tan (2h) Th0on

: T
On en déduit, en utilisant In (1 4+ u) ~,_¢ u que In (tan <Z + h)) =2h + op_0 (h)

1

2x)

—2h
donc tan (g + 2h> In (tan <% + h)) ~hoo —— = 1 d’ou lim tan (2z)In (tan (x)) = —1 et lim tan (x)tan( ==

2h x—>§ x—>% 6'

que les formes de-

Or tan <2 +2h> et tan <%+h) = tan (4) + tan’ (%) h+op—o(h) =14 2h + op—0 (h)

oEnx:% :posonsx:g+h.(avech<0)

On atan (2z) In (tan (z)) = tan (7 + 2h) In (tan (g + h)) = tan (2h)xIn (W) = —tan (2h) xIn (— tan (h))

Or —tan(2h) x In(—tan(h)) ~p_o- 2hln(—h) —p_o 0 (logarithme d’équivalent idem précédemment) donc

lim tan ()" =1

il
.
T—=3

Exercice 3 (ccinp) On s’intéresse a la suite définie par ug €]0,7/2[ et, pour n € N, u, 11 = sin(uy,).
1. Etablir la convergence de cette suite et déterminer sa limite.

2. En considérant u,1 — u, montrer que la série Y ud converge.
1



Up+1

n

3. En considérant la série ) In ( ) montrer que la série Y u? diverge.

Solution de I’exercice:

1: On montre que Vn > 1, u, € ]0,1[. De plus, si x > 0, sin () < z (étudier « — sin (z) — x ou utiliser la
concavité de la fonction sinus ) donc la suite (u,) est décroissante.
Elle est minorée par 0 donc elle converge vers un réel [ > 0.
En passant a la limite dans I’égalité wu,,1 = sin(u,), on obtient [ = sin (/) donc [ = 0 car si > 0, sin (z) < z

. . L. T
(montrer que ¢ : x — sin () — z est strictement décroissante sur [0, 5]
. u3 3 w3 3 w3
2: On A Upt1 — Uy = Up =8I0 () = Un— (U =L 40 —ntoo (U))) = B +0 —nioo (U)) ~nogoo 2. Oray, >0
n
donc = > 0 et les séries ST ud et > uni1 — uy, sont de méme nature. Or > (g1 — Up) = Upi1 — U) —ntoo —Uo
k=0

donc la série Y w1 — u, converge et la série > u3 converge.

. ol 3
3: Onaln ( ) =In (M) =In (un 6 0 o (un)) =In (1 - %ﬁ +0 —ntoo (%27)) ~n—too
Unp

Unp Unp,

ca|m

2
Un

S Or Y
n U

> 0 donc les séries Y. u? et Y In ( 1) sont de méme nature. Or > In (ukH) = In (upt1) —
=0

fot Un41 \ ;. - .
In (ug) —n—too +00 donc la série Y In ( Z+ diverge donc la série > u? diverge.

n

Exercice 4 (Ccinp)

1. Donner un développement limité de la fonction arctangente a l’ordre 2 en x = 1.

x
1) admet une asymptote

2. Montrer que la courbe représentant la fonction définie par f (r) = x arctan ( n
x

au voisinage de +00.
Préciser la position de la courbe par rapport a cette asymptote en 400
(on pourra écrire f (x) sous forme ax +b+ < + 0,400 (X))

Solution de I’exercice:
1: Appliquons la formule de Taylor-Young & ¢ (x) = arctan (x).

Onag(r) =g (1) +9 1)1+ 50" (1) (0= 17 +or (7~ 1)),

1 —2z
Or ¢ (z) = t ¢ (1) = ———— d t =1 ~1)—-i@-1 s —1)?
r g (z) a2 Y (x) 5 227 onc arctan (z) = 7 + 1 (z — 1) (z—1)* 4 0y ((z —1)%),
c’est-a-dire arctan (1 + h) = 17 + Lh — 1h? + 04 (h?)
x 1 2 2
_ _1_ 14 (1 . OO( 1 )

donc arctan (51 ) =+ (<24 (1) = 5 )+ 0 () = 37— 4 g+ 00 (B)

s 1 1 s 1 1

donc f (z) = 73 + yP + 0s o0 (%) donc f (z) — (Zm — 5) No—too a0 0.

1 1
La droite d’équation y = %x ~3 est donc asymptote a C et f (z) — (%x — 5) > (0 au voisinage de +o00. La

courbe est donc au-dessus de son asymptote.
Exercice 5 (Ccinp) Soit (u,) une suite réelle définie par ug € 10,1 et pour tout n € N, uyy1 = 3 (u, + u2).
1. Etudier la suite (uy,).

2. En déduire la nature de la série Y u,.



3. On pose p, = [ (1 +ux). Montrer que la suite (p,) converge.
k=0

4. En déduire que la suite (2"u,,) converge.

Solution de ’exercice : 1:0n montre par récurrence que u,, € [0, 1], puis u, 1 < u,. La suite est décroissante

et minorée donc converge vers [ € [0,1[. Or lim w,y; =let lim 1 (u, +u2) = 3 (I + (%) donc par passage & la
n—-+oo n—-+00

lirnite,l:%(l+lz) doncl=0oul=1donc! =0 caru, <uy<1l.

Unp L.

2: On a donc ' uH = % 114+ | =00 % donc la série Y u,, converge

3: Onaln(p,) = > In(14ux) et In(1+ ug) ~p—ioo ur > 0 donc la suite In (p,) converge si et seulement si la
k=0

série Y " In (1 + u,) converge si et seulemement si la série > u,, converge.donc la suite In (p,,) converge vers un réel

[ donc la suite (p,) converge vers e'.

n—1 n=1 QUi 2y, .
3:Onap,1=1]] Q+wu)=1]] = donc 2"u,, = ugp, donc la suite (2"u,) converge.
k=0 k=0 Uk Ug

Exercice 6 Niveau mines ponts Soit f une fonction continue de R dans R telle que ¥ (z,y), f (flﬁ—zky) =
3 (F (@) + 1 ().
1. On suppose que f(0) = f (1) =0.

(a) Montrer que f est impaire et 2-périodique. En déduire que f est bornée.

(b) Montrer que f (2x) = 2f (x). En déduire la nullité de f.
2. Déterminer f dans le cas général.

Solution de P’exercice:
Remarque = +— ax + b est solution (remarque intéressante a signaler en début d’oral si vous le voyez)

la: OnaOzf(O):f(%(_x)) =1(f(z)+ f(—=)) donc f(—z) = —f (z).

24
On en déduit que f(x +2)— f(z) = f(z+2)+ f(—x) =2f <%
2-périodique.
La fonction f est continue sur le segment [0, 2] donc bornée sur [0, 2].
Or f([0,2]) = f (R) car f est 2-périodique donc [ est bornée.

1b: On a f(2z) = f (22) + f (0) = 2f (2952“)) = 2f (2).

Supposons qu’il existe = tel que f () # 0. On montre par récurrence que f (2"z) = 2" f ().

Or la suite (2" f (x)) n’est pas bornée, ce qui contredit le fait que f est bornée donc la fonction f est nulle.
2: On ne suppose plus maintenant que f (0) = f (1) = 0.

Soit ¢ la fonction affine vérifiant g (0) = £ (0) et g (1) = f (1)

> =2f(1) =0 donc f est impaire et

1)—f(0
(par deux points il passe une droite ou remarquer que g : x +— %x + f(0) convient)
et posons h=f—g. Onag <xT+y) =1 (g9(x)+g(y)) (& vérifier en posant g (z) = ax + b)

donc h (xT—l—y) = 1(h(z) + h(y)) et h(0) = h(1) = 0. La fonction h est donc nulle d’aprés la premiére question.

On en déduit que f = g donc que f est une fonction affine.

Exercice 7 (centrale)



1. Démontrer que pour tout n € N*, [’équation nx = cos (x) admet une et une seule solution dans [0,1] que
l’on notera x,,.

2. Etudier la convergence et la monotonie de la suite (x,,).
3. Démontrer que x,, ~ % puis trouver un équivalent de x,, — % (on pourra écrire x,, = % + v,,).

4. Donner un développement asymptotique de x,, lorsque n tend vers 400 comportant 3 termes significatifs..

Solution de I’exercice:

1: La fonction x +— nz — cos (x) est dérivable de dérivée n + sin (z) > 0 sur [0, 1].
Elle est donc continue et strictment croissante et induit une bijection de [0, 1] sur [—1,n — cos (1)].
Or n —cos (1) > 0 donc 0 € [—1,n — cos (1)]. 1l existe donc un unique réel z,, vérifiant nx — cos (z) = 0.
2: On a donc nz, — cos (z,) donc |nz,| <1 donc E&noo (z,) =0.

Posons f, () =nx — cos (z). On a f, (z,) =0 '

et fo (Tnt1) = nxpyr — cos (Tpy1) = (M + 1) 1 — €08 (Tpy1) — Tns1 = —Tpy1 done fr, (Tp41) < 0.
La fonction f,, étant strictement croissante, on en déduit x,, > x, 1.

3: De plus, lim z, =0donc lim (cos(z,)) =1donc lim nz, =1doncz, ~, .
n—-+o0 n—+00 n——+o00 n
_1 _ 1
On peut donc poser x, = - + v, avec v, = 0, _, (ﬁ) 1 1
» . _ - 2 2 2
En reportant dans I’équation, 1 4 nv,, = cos (z,) = 1 — 57, +o,_, . (23) donc nv, ~, ., —57;

1 1

-1 i _1_ 1 1
™ e 33 €6 onen déduit que z, = & — 55 +0 (ns)

donc z,, — = k oo
+ w,, avec w, =o0,_ (n_3)

n—-+4oo _W 1
4: On peut continuer: x,, = ~ =53

En reportant dans I’équation,

1 1 n 1 1 4 1
— ——4+nw, = cos|———=+o0 —
2n? n  2n3 notee \ nd

. 1/1 1 . 1 2+ 1 /1 1 N 1 4+ 1

= 1l—-=|—-—=—+4o0 — —|-——==+0 — 0 —

2\n 2n3 ot \ pd 41 \n 2n3 ot \ pd notee \ pd
+

donc v,, ~

1 _ 1 11 11 1 _ 131 1
donc 1 — E + nlwn —1311— 52 T 51 —ll— Tt ioo (F) donc nw,, = 218 T 0, o (F)
done z,, = 3 — 505 + 5375 + 0, (55)-

Exercice 8 (Mines ponts) Soit f et g deux fonctions continues de [0;1] dans [0;1] telles que fog=go f.
On pose A= {x € [0;1] | f(x) = x}.

1. Soit E une partie non vide majorée de R et M € R. Montrer que M = sup (F) si et seulement si M est un
majorant de E et il existe une suite d’éléments de E qui converge vers M.

2. Montrer que A # () et que A admet un minimum et un maximum.

3. En déduire l'existence d’un réel c € [0;1] tel que f(c) = g(c).

Solution de l’exercice: 1: (=) Soit M = sup (F), c’est-a-dire que M est le plus petit majorant de E:
M est majorant de E.
Ve > 0, M — € n’est pas majorant de & donc Ve >0, dx € £, M —e < x.

1
On applique ce résultat a e = — :Vn € N*, dx,, € £, M — % < zp. Or z, € E donc z,, < M.

Par encadrement, la suite (xn)ri:onverge vers M.

(<) On suppose M est majorant de F et il existe une suite (z,,) de E qui converge vers M.

Soit M’ un majorant de E. On a Vn € N, x,, < M’ et en passant a la limite, M < M’ donc M est le plus petit
majorant de F.

2: Soit ¢ : [0;1] — R telle que ¢(x) = f(z) — .



Comme f est continue sur [0; 1], ¢ est aussi continue sur [0; 1].
Or p(0) = £(0) > 0 car £(0) € [0:1] et (1) = £(1) — 1 < 0 car f(1) € [0;1],
Ainsi, par le théoréme des valeurs intermédiaires, comme ¢(0)p(1) < 0 et que ¢ est continue sur [0; 1], il existe
un réel « € [0; 1] tel que () = 0 et donc a € A donc A # ().
A est donc une partie non vide de R, majorée par 1 et minorée par O .
On en déduit que A admet une borne supérieure M < 1 et une borne inférieure m > 0.
D’aprés la premiére question, il existe une suite (uy), .y d’éléments de A qui converge vers M.
On a donc Vn € N, f (u,,) = u, : (R) et, en passant a la limite dans cette relation (R) on a f(M) = M.
Ainsi, M € A et M majore A donc M est le maximum de A. De méme, m est le minimum de A.
b. Posons h = f — g, de sorte que h est continue sur [0; 1] par opérations.
Comme fog = go f, en Pappliquant en M, on a f(g(M)) = g(f(M)) = g(M) donc g(M) € A donc g(M) <
M = Max(A).

Ainsi, h(M) = f(M) — (M) = M — g(M) > 0.
De méme, f(g(m)) = g(f(m)) = ( ) donc g(m) € A ce qui montre que g(m) = m = Min(A).

Ainsi, h(m) = f(m) — g(m) = m — g(m) < 0.

puisque h est continue sur [m, M] et h(m)h(M) < 0, il existe un réel ¢ € [m, M] C [0;1] tel que h(c) = 0, ce qui

revient & f(c) = g(c).
un
n+1

Exercice 9 (IMT) Soit (uy),~, une suite réelle définie par uy € R et pour tout n € N*, w11 =1+

1. Montrer que la suite (u,).est boenée.
2. En déduire qu’elle converge et déterminer sa limite [.

3. Donner un équivalent en +o0o de u, — .

b ¢ d 1
4. Donner un développement asymptotique de u,, de la forme a+—+ — +—+o ( 3) au voisinage de +00.
n n® n n

u w
doncugzl—i——l,ug,:l—i—1+2 :1+§—|—3“X—12.

Un,
n+1 2

Solution de ’exercice: 1: u, 1 =1+

1+3 +3><2

ug =1+ _1+711+ﬁ+4><%1><2"
On montre par récurrence que u,, = 1+%+—n><(711ﬁl) + e+ nx(nfll)meg + nx(nfull)x.”w
Orsin>3,n(n—1)>2x1,...mxn—1)x---x3>(n—-2)x(n—3)x---x1donc

u .n721 +0 1 1
|un|§1+%+$+...+m+ln—}|§6+]ul|car51 Zoﬁ > ﬁ—e (carazO).

2: (u,) est bornée donc [ oo 0 donc 11 —n oo 1. La suite (un) converge donc vers 1.

n —+

3: On a donc u,, = 1 4+ v, avec v,, —,_. 0 et en reportant dans la relation de récurrence,
14 1+1+vn 14 1 Up, 1 L Up, 1

on a Un = - ~n—oo T 1

e n+1 n+1l n+1 n+1l n+1 n+1

1 1 1

donc v, ~poo — €t U, =14+ — + 0o | —

n n n

1 1
4: a:Posons u,, = 1 + — + w,, avec W,, = 0p—oo <—) En reportant dans la relation de récurrence,
n n

1

1 w
I —— Fwpy =14+ —" = n
on e +n—|—1+w+1 * n+1 +n+1+n(n—|—1)+n+1

dot L W L L L !
ol Wpy1 = oo —— = — donc u, = — 4+ =40 | = |-
T ntn+1)  n+1 n(n+1) n? n o n? n?
1

1 1 2
b: En réappliquant la méme méthode, on obtient: u, =1 + + — + 5+ Onoo (—3>
n
5




Exercice 10 (Centrale):

3
1. Montrer que la fonction g : R — R définie par g (t) = t+ 3 est une bijection. Justifier que g~

C.

L est de classe

2. Existe-t-il une fonction f : R, — R continue et bornée vérifiant

x —t2
+ — _C  am
Ve e RT) f(x) 1—|—/0 1—|—f2(t)dt'

Solution de ’exercice:
la: Pour la bijectivéité, appliquer le th de la bijection strictement monotone et continue a g.
1b: On applique le théoréme sur la dérivabilité de la réciproque a la fonction g est de classe C! et vérifie Vo € R,
g (z) > 0 donc g~ est de classe C.
2: o Analyse: Si f est solutzion, alors f(0) = 1.
-1

Par ailleurs z — fom #

(t)

dt est la primitive d’une fonction continue donc f est de classe C' et f'(x) =

1+ f2(x) .
done () + 2 () £/ () = e et done () + D = 24 7 e-var

3
Soit g : R — R définie par g (t) =t + 3 La fonction g est une bijection strictement croissante et continue de R

4
sur R. On a donc f (z) = g1 <§ + /, e‘t2dt).

4 Tz 2
e Synthese: Posons f (z) = g7* <§ + [y e dt).

La fonction est de classe C'!' comme composée de fonctions de classe C' donc f est continue.

4 4 z 4 00
La fonction f est bornée: a = 3 < 3t [yetat < 3t [%e dt = b et g7* ([a,b]) est bornée car g~! est
continue. . A . A A
De plus g (f (z)) = f(x)+ fT(ZE) et g(f(2)) = 3 + Jy e~ dt donc f () + fT(x) =3 + Jy e‘tzdtg +Jy e~ dt et
2
donc f'(z) + f2(z) f'(z) = e~ donc f'(z) = #2(1‘). On a de plus f(0) = 1 donc en intégrant, f (z) =

42
et

thfi?ﬁﬂﬁ.

Remarque La fin de l’exercice conduit a la preuve de lexistence d’une équation différentielle non linéaire (sou-
vent demandé a 1’X)



