Vendredi 29 Hlai (suites et séries de fonctions)

Exercice 1 (ccp 2015)

1. Calculer tan (g) .

2. Donner le developpement en série entiére de la fonction arctangente.

" n
En déduire quew—8z (=1) (\/5—1)2 o

n=02n+1
n(—1)" 2k+1
3. Déterminer avec la calculatrice une valeur de n a partir de laquelle 8 Z %— (\/5 — 1) est une ap-
proximation de m o 10710 pres.
Solution de ’exercice : 1: Posons a = tan <g>
2tan ()
an ( —
2
Onalztan<z> 87T = a2donca2+2a—1:0donca:—1j:\/§.
4 1 — tan? <—> l—a
8
Or a > 0 car tan (8) > tan (0) = 0 donc tan (%) =v2-1
1 PR n R . .
2: Si |z| < 1, alors i S (—=2*)" = > (—1)2?" donc par intégration terme a terme du DSE,
X = n=0
+oo p2n+l
V. -1,1 t —arctan (0) = -1)" .
x € ]—1,1[, arctan (z) — arctan (0) nz%( ) ]
T T T
Onatan<§) :ﬂ—letge] 5 2[doncg—arctan(\@—l) et0<vV2-1<2-1=1
Tt (=1)" 2n+1
d - = 2—1 .
one g =2, o5 (v2-1)
2n+1
1" n 2—1
3: La série > 2(n +) . (\2/§+1_ 1)2 st spéciale alternée: posons u,, = (—1)" (\/_Qn——i—)l
-1\
o (—|1)” un| = (\/—2”—_’_)1 > 0 donc ) u, est alternée
Up+1 2n+1 2n+3 . Aot
o ct = 2—1 < 1 donc la suite (|u,|) est décroissante
el e ) (o
o lim u, =
n—-+00
donc par le CSSA,
2n+3
(—1)" 2n+1 (=N 2N 13 (V2-1)
-8 2—1 < |8——(Vv2-1 =8 = .
;02n+1(f ) = P s (V2 2n + 3 funal

- 82 CUT (g !

< 10719,
02n+1 -

La calculatrice donne |uy;| < 107! donc si N > 10 alors

20 2

)" n
sin > 15, alors 2n 4+ 1 > 30 alors 7T—8Z( ) (\/5—1)2Jrl
02n—|—1

1 2n+3
(5) 1\ 20+
Remarque Sans calculatrice: sin > 10, up4 < 8—~—~4—— = 1071 (—) . Or 21 =1024 > 10% donc

S Un+1 S 10710-

Exercice 2 (Ccinp) Pour tout n € N*, soit G, la fonction définie sur [0,1] par G, (t) = (1 — £)" €.
1



1. Montrer que pour tout n € N*,|G! (t)] < ‘;—t

t
2. En déduire que | (1 — 1y —1| < i
n
3. Pourn € N et x € [0,1] on pose I, ( (1 )n eldt. Montrer que la suite de fonctions (I,) converge
simplement sur [0,1]. La suite de fonctwns (I,) converge-t-elle uniformément sur [0,1]¢

Solution de ’exercice:

1: OnaG,(t) = (1-L)"e — (1- L)H_l ed=((1-H-1)(1- i)n_let = (-4 (1- L)H_l e!’. On en

n n n
t t

te e
déduit que |G, (1) < — < —
n - n

t
2: Dapreés I'inégalité des accroissements finis, |G (t) — G (0)| < M [t avec M = sup,¢p 4 |G, (u)] < .
’ n

On a donc |G (t) O)=](1-1)" 1|<t%

t
300 a |l (x) — o] = |I (z) — [71dt] < [7|(1— 1) e — 1] dt < [ %dt <<,

Onadonc lim I, (x) = x donc la suite de fonctions (,,) converge simplement sur [0, 1] vers la fonction [ : z +— z.

n—-+o0o
e
D’apres I'inégalité (Z), on a || I, — I]|,, < — —n— 100 0 donc la suite de fonctions (I,,) converge uniformément sur
n

[0, 1] vers la fonction I.

Exercice 3 (Ccinp) Déterminer le rayon de convergence et la somme de la série entiére Y (3n + 1)2 x
n>0
Solution de I’exercice:

e Les séries entieres Y a,z" et > na,z" ont méme rayon de convergence donc > n?z™ a méme rayon de conver-
n>0

gence que »  z".

Si ay ~p—too by alors > a,z™ et > b,x™ ont méme rayon de convergence et (3n + 1)2 ~n—too IN? donc le rayon
de convergence est R =1.

On a (3n+1)* = 9n? —|—6n—|—1—9n(n—1)+15n+1donc

e Siz| <1alors f(z) = Z(Sn—i—l) —92 (n—1)a™ +15Znaz —l—Zx
+oo =0 +oo +oo =0 +oo
donc f(x):QZn(n—l)x”+15an”+ Zx”:Qx Zn(n—l)x"‘2+15x2na§”+ > an
n=2 n=1 n=0 n=2 n=1 n=0
donc f (z) = 92%¢" (z) + 152¢' (z) + g (x) avec g (x) = Z 2" = ;= (A finir).
Exercice 4 (Tpe 2017) Pour tout n € N et x € R, on pose f, (z) = %

1. FEtudier la convergence simple et la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,).
2. Montrer que (f,) converge uniformément sur tout intervalle de la forme [a,+oo[ avec a > 0.

Solution de ’exercice: na

1: Ona f,(0)=0—, 100 0etsiz#0, f, () ¥noioo —5—5 —n—too 0 donc la suite de fonctions (fn) converge
n2x

simplement vers la fonction nulle (notée f).
Pour tout fonction g définie sur I, On pose ||g||,, = sup,¢; |9 (z)].

Sil=10,+00f, |[fo = fllw = Ifalloe = fn (2) = 4 donc || f — fllo #n—toe O donc la suite de fonctions (f,) ne
converge pas uniformémeént sur [0, +o0|.

na

1+ n2z2

n 1 < 1
~n?2z2  nz T na

2: Si I = [a, 400 avec a > 0 alors | f,, (z) — f (x )|—‘

1
On a donc ||f, — f ||L‘i’+°°[ < — — 00 00 la suite de f%nctions (fn) converge uniformémént sur [a, +0o0.
na



n

p)m” et calculer sa

Exercice 5 Soit p € N*. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Zn>p(
somme.

Solution de I’exercice: Posons u,, = (Z):U .
nn—1)x---xn-p+1) = P

P! B
On reconnait la dérivée p®™¢ de la série géométrique > z"

Posons f (x) = %x =(1—-a2)"

On au, =

1
+o0o
D’une part, en dérivant p fois terme & terme la série entiére f® (z) = Y n(n —1)x--- x (n —p+1) 2"~
n=~k
|
On montrer par récurrence que f® (z) =p! x (1—z) "' = ﬁ.
-
On a donc M = = f0) (2) = —F——.
n;p(p> P!f (@) (1 — )P
1 +o00 7T2
Exercice 6 (ccinp) Soit pour n € N, I,, = [/ In (1 +t")dt.On admet que Y -5 = 3
n=1

1. Déterminer la limite de la suite (I,).

1111 1—|—U)

2. Soit J = f ———=du. Justifier l’existence de J

J
3. Montrer que I, ~p_ 100 —

2

4. Justifer que J = — .
12

Solution de ’exercice: 1: Appliquons le théoréme de convergence dominée sur [0, 1[ & f,, : ¢ — In (1 + t).

e On a, pour t € [0, 1], lil}rl fn (t) = 0 donc la suite de fonctions (f,,) converge simplement vers la fonction nulle.

e Les fonctions f,, est sont continues donc CPM sur [0, 1].

o |f,(t) <In(2) = ¢ (t). La fonction ¢ est continue sur [0, 1] donc intégrable sur [0, 1].
D’apres le théoréme de convergence dominée, (I,,) converge vers fol 0dt = 0.

In (14 u)

est prolongeable par continuité en 0 donc intégrable sur |0, 1] donc
u

2: Onaln(l+wu) ~y o udoncu—

I'intégrale L converge.
3: Sin > 1, le changement de variable défini par u (x) = z"
(qui est bien de classe C*, bijectif strictement croissant de ]0, 1] dans ]0,1]) ,

In(1+1¢" In (1

donne nl, = 01 % nt"ldt = [ n(n—:u)du.
u n

In (1

Posons ¢, (u) = Mu%.
! In (1 + u)
On au € 0,1] donc un < u| et g, (u)] < LoTY qui est intégrable sur |0, 1].
U

Le théoreme de convergence dominée donne alors

"In(1 '1n (1 J
lim nl, = lim wdu = / Mdu =Jdonc I, ~p 100 —
0 u n

n—-+00 n—-+o0o 0 U n

4: Pour u € 0,1, In (1 4+u) = > (=1) u™ donc n(l+u) = > ﬁu”_l. Posons v, (u) = ———u
n=1 n U n=1 n n

- La fonction v,, est continue sur [0, 1] donc intégrable syr 10,1[.



In(1+u)

- La série de fonction ) | v, converge simplement vers u +— sur |0, 1]

u
1 1
fo |vp, (u)] du = — donc, comme Z — converge.
n?
Le th d’interversion série intégrale sur un intervalle quelconque) | — f donne
1 In(1+ u) oo (—1)”_1
IN —u Z fo v (u) du = 2—31 —5 = J.

+°° 1 1t 1 72

+oo
O ——L:2 =% = done J =
nangl n? n;1 (2p)? QnZl nz COPC 12

.2
n sin® (nf

Exercice 7 Mines On pose, pour 6 réel et n € N, u, (0) = %

1. Montrer que la série de fonctions Y u, converge simplement sur R.

2. Pour z € C vérifiant |z| < 1, justifier que la série Y nz" converge et préciser sa somme.

3. En déduire la somme de la série » u,.

Solution de ’exercice:

i 0 3 1
1: On a n’u, () = nQ%(n) donc |n?u, (0)| < Z— —nioo 0 donc u, (0) = 0pioo <—2) donc la série
n n n

>y, (0) converge absolument donc la série de fonctions > u, converge simplement sur R.

1 +o0 +oo
2: Premieére idée: posons, pour |z| < 1, g (x) = Z 2" =—— Onag (z)= > nz"!'donc Y naz"= ﬁ
n=0 n=1 — X
Ce calcul ne vaut que pour x réel.
Deuxiéme idée: Etendre cette relation & z € C.
o0 1
En utilisant le produit de Cauchy de ) 2™ par elle méme pour |z| < 1, on obtient, (1 2 E 2"
n=0 z
n 1 +00 z +o00
avec a, = », 1 x1=mn+1, donc 5= > (n+1)2" donc 5= (n+1)z"t = an
k=0 1—=2 n=0 (1—=z n=0
in? (ng) ni=slrl 2n6 2n6
3: OnanSH;n(n ) _z 271 =3 %_—ncozin ) = 1 (vn + wy).avec vn:%et wn:—ncoszgn )
20 210 +o0 +o0 +00 +o0 n
On pose zp = 62 ,ona% = Re (z{) donc Z w, = Y. nRe(z)) =Re <Z n(zo)”) et Z v, =y n(3)".
—+o0 —+o0 A =t 6220 6130:1 =l
On pose f(z) = >, nz". On a donc 2—n—f()et2n( :f(Q)donc
n=1 n=1
20 n cos (2n6) e’ to nsin? (nf) 1 1 e’
_—_— d’ ) —_— = — - - .
ngl o Re <f ( 5 ou n;() o 5 f 5 Re | f 5
(20
1 120 2 120 2 120 4 — 4 —1i20 4 —i40
D’aprées Q2, f | =) =2 et f ¢ = 2‘ 5 = ¢ — = ? ( ‘ eA ) .
2 2 . 67'26 4 — 46129 + 6149 (4 _ 46129 + 6146) (4 _ 46—220 + 6—149)
2
61’29 8€i29 —8— 2671'29 8ei29 —8— 267729
donc f | — | = . . . — = et
2 33 —20 (€20 4 e=20) + 4 (&0 + e=140) 33 — 40 cos (26) + 8 cos (40)
20 —8 4 6cos (26) Foo 4 — 3 cos (20)
R = d’on n=1 :
¢ (f ( 2 )) 33 — 40 cos (26) + 8 cos (460) o ,;1 B N 33 — 40 cos (260) + 8 cos (46)

Exercice 8 (ccinp) Pour n € N et x € [0, 1], on pose f, (x) = 3" <.7c2" — x2”+1>_

1. Ftudier la convergence simple de la suite de fonctions (f,) sur [0, 1].
4



2. C’omparer llm fo fn (t)dt et fo hm (fn () dt. Que peut on en déduire?

Solution de ’exercice:
1: Six €]0,1], 3ma?" = ennB)e2"n(@) = enn@)+2%In@@) _, 0 car nln (3) + 2" In (2) ~p_ioo 2710 (2) —p_ios
—00.
On en déduit que lilil fn () = 0. Le résultat est aussi vrai pour z = 0 ou = 1 donc la suite de fonctions (f,)

converge simplement vers la fonction nulle sur [0, 1].

1 1 1 g+l _ gn
2: O L () dt=3" [Tt — 7 dt = 3" — =3n
na fy fa Ja o1 ontly] 2" + 1) (21 + 1)

2n 6"
d n dt = 3" ~n—4oo 5 _ 4, n—+oo .
onc fo I ( ((Qn T D) boo 5 “ntoo +09

On n’a donc pas 111}_1 fol fo () dt = fol f(t)dt

Les fonctions f,, sont continues sur le segment [0, 1] et on ne peut pas intervertir limite et intégrale.
Il n’y a donc pas convergence uniforme de la suite (f,,) sur [0, 1].

+oo
Exercice 9 (Mines ponts) Soit a € R, tel que |a| <1 et f:x+ Y sin(a"z).
n=0

1. Montrer que [ est définie et de classe C'*° sur R.

2. Montrer que pour tout k € N*,

3. Montrer que [ est développable en série entiére sur R.

Solution de I’exercice: Posons u, () = sin (a™z).
1: Appliquons le théoréme de dérivation terme a terme généralisé aux dérivées successives.
Les fonctions u,, sont de classe C'*°.
On a u, () ~p—ioo a"x et Y |a"x| est convergente car |a| < 1 donc la série de fonctions ) u,, converge simplement
sur R.
Soit a > 0. Montrons que pour tout k& € N, la série de fonctions u%k) converge uniformément.
On a u (z) = e (a™)* vg () avec sk € {—1,1} et v () = sin (z) ou v, (z) = cos (:1:)

On a donc Hu%k) ‘ < (am)F = (a*)" et |ak‘ < 1donc " (a*)" converge donc Z‘
La série de fonctions ) ul

On en déduit que f est de classe C® et Vk € N, Vo € R, f*) (z) = Z ulP ().

’ converge:
oo

Un

converge normalement donc umformement sur R.

1
—lal’

2: On a donc }f(k

)‘ < Ji)“ak)‘n < Ji)|a|" car |ak‘ < |a| donc ‘f(k) (m){ <

3 On fixe x et on applique Taylor Lagrange: |f (x) if(k)(o)k< O 0
n fixe z n iqu r range: x) — x —ntoo 0.
bplique Layloh Lagrais =k =1—1Ja] (n+ 1) *
()
On a donc lim Y ——~>a% = f(z).
n—-+00 1. k!
. , L0 fM(0) , , TR
On en déduit que pour tout = réel, .f (x) = > i 2" donc f est développable en série entiére sur R.
k=0 '

Exercice 10 (Mines ponts)
1. Etudier la convergence simple et uniforme de la suite de fonctions (f,) définie par

0si|z]>2
n—n?lz| si |z <1

o) = {



2. Etudier la limite de la suite de terme général I, = fj;o fn () g () dx ou g est une fonction continue sur R.

Solution de 1’exercice:
1 e La fonction f,, est paire. Elle est affine sur [O, %] avec f, (0) =net f, (%) = 0. La suite (f,, (0)) ne converge
pas et si z # 0, il existe ng tel que % < |z| et pour n > ng, on a f, () = 0 donc lim,,_, . f, () = 0. La suite de
fonctions (f,,) converge donc simplement sur R* vers la fonction nulle notée f..
e Pour n fixé et v # 0, on a | f, (x) — f(x)] < supyep« | fn (t) — f (t)] donc lim,, o0 | fr (z) — f ()] = [, (0) =n <
SUp;eg- | fu (t) — f (t)| donc la suite (supyeg« |fn (f) — f (t)]),,cy D€ converge pas vers 0 donc la suite de fonctions
(fn) ne converge pas uniformément sur R*

1
2: L’intégrale I,, est définie et I, = [ f, (z) g (z) dz. Montrons que la suite (I,,) converge vers g (0).

1
On remarque que [ f, (z)dz =1 (aire du triangle).
Soit € > 0. La continuité de ¢ entraine qu'’il existe o > 0 tel que si |z — 0| < «, alors |g () — ¢ (0)| < e.
Si % < « (soit n > é), on aura, pour tout x € [—%, %], lg () — g (0)] < e donc
' / e 9(0))do

L~ g |_‘/; P)dr — g =‘/’1fn<x> 2)d — g /fn

dOHC\In—g(ONSf_i!fn(ﬂf)(g(x)—9(0))|d$§€fl1Ifn \dw—ff  fo (2) do = €.

Comme ¢ est quelconorue, on en déduit que lirf (I,) = g (0).

Par l’absurde, on a donc montré que g s’annulait une fois et une seule sur |a; b].



