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Exercice 1 (Ccinp) Résoudre ’équation différentielle (£) : xy' +y = | sur lintervalle | —oo, 1[.

Solution de l’exerci(ie: )
la: Sur 0,1, (&) vy +-y=—.
a S 0,1, () &y + oy =

In(z) _

1
Equation homogene: ' + —y = 0 de solutions = +— e~ % Idem sur |—o0, 0].
x

S

Variation de la constante: y (x) = z (x) yo (x) avec yo (z) =

s INeR, Ve el0, 1], z(x) =—In(1l —2)+ A

A In(1l-—
Sur |0, 1] les solutions sont les fonctions = +— — — M

1
Apres calcul, y veérifie (£) < 2/ (z) = 1
—x

1b Idem sur |—oo, 0] On obtient de méme métxhode sulic]—oo, 0.
Sur |—o0, 0[ les solutions sont les fonctions z +— £ — L1In (1 — z).
2: Recollement des solutions

Soit y une solution de (&) sur |—oo, 0[.

A In(l—x) . 0
Onadoncy(x):{ T T sty =10
E_din(l—z)siz<0
Continuité en 0 :
e Limite & droite en 0:
. In(1-—2) . )
On a lim, g ——= = —1 donc si A # 0, lim, g+ y () = £o0.

donc y admet une limite a droite en 0 si et seulement si A = 0 et dans ce cas lim, o+ y () = 1.
e Limite & gauche en 0:
De méme y admet une limite a gauche en 0 si et seulement si ;= 0 et dans ce cas lim, o+ y (z) = 1.

In(1—2x) . 0
Conclusion: Nécessairement y (z) = { N siz#0
l1siz=0
Dérivabilité en, 0.
+o00 +oo
On a, pour z € |—-1,1[,In(1 —z) = > (-1)" % donc y (x) = > (—1)" 25 si x # 0 et cette égalité vaut pour

n=0 n=0
x = 0 donc y de classe C* sur |—1, 1] donc dérivable en 0.

Conclusion: La fonction y est dérivable sur |—oo, 1[, vérifie (€) sur |oo, 1]\ {0}
De plus, en = 0: on a 0y’ (0) +y (0) = y (0) = 1 donc y vérifie (£) sur |oo, 1].
C’est donc I'unique solution sur |—oo, 1].

+oo
Exercice 2 (Mines ponts) On définit, pour P € R[X], Ny (P) = Y |P®W (0)| et Ny (P) = SUPepo [P (1)]-
k=0

1. Montrer que Ny et Ny sont des norme de R [X].

2. Les normes Ny et Ny sont elles équivalentes?

Solution de I’exercice: 1: La définition de N; est assurée car la somme est finie.
La définition de V3 est assurée car un polyndme est continu donc borné sur le segment [0, 1].
VPeE,N(P)>0:(i) e¢ N(P)=0< P =0: (i)
De plus, N est une norme de E si et seulement si ¢ VP € E, VA € R, N (AP) = |\ N (P) : (iii)
V(P,Q) € EZ, N(P+Q) < N(P)+ N (Q): (iv)
Le point () est vérifié pour Ny et Nj.
Si N, (P) = 0, alors Vk, P%*) (0) = klak = 0 donc P est {ml.



Si Ny (P) =0, alors P admet une infinité de racines (tout réel de [0, 1]) donc est nul.

Le point (i7) est vérifie pour Ny et Ns.

Les points (7ii) et (iv) pour N; découlent des points (iii) et (iv) pour la valeur absolue.

Les points (7ii) et (iv) pour Ny sont connus (cours sur la norme infinie).

2: Posons P, = X". On a P{" (0) =0 P™ =nl donc Ny (P,) =n! — +ooet Ny (P,) =1

Il n’existe donc par de réel C tel que Vn € N, .Ny (P,) < Ny (P,) A
Exercice 3 (mines télécom): On cherche les applications f : R — R de classe C* vérifiant
Ve eR, f'(z)+ f(—x) =€": (E)
1. Justifier que si f vérifie (£) alors f est de classe C™ et vérifie une équation différentielle linéaire d’ordre 2.

2. Déterminer les fonctions vérifiant (£).

Solution de I’exercice:
1: Soit f: R — R de classe C! et vérifiant Vo € R, f/ (z) + f (—x) = €.
On a donc f'(x) = e® — f(—xz) donc f’ est de classe C' comme somme de fonctions C* donc f de classe C?
On montre de méme que si f est C™ alors f est C"*! donc f est C*°.
De plus, f” (z) = e*+f' (—x) or f' (—z) = e *— f (x) donc [ vérifie 'équation différentielle (') : y”+y = e*+e .
2: Analyse: Supposons que f vérifie (£). Alors f vérifie (£').
On remarque que x +— ch (z) est une solution particuliére de (£')
dont les solutions sont les fonctions = +— A cos (z) + psin (z) 4 ch (z), (A, ) € R%
Synthése: Soit f la fonction définie par f (x) = Acos (z) + psin (z) 4 ch ().
On a f'(z) + f(—x) = —Asin (z) + pcos (z) + sh (x) + Acos (x) — psin (z) + ch ()
donc f'(x) + f(—x) = (u+ ) cos (x) — (A + p) sin () + €*.
Donc f est solution vérifie (€) si et seulement si A = —p (prendre par exemple z = 0).
L’ensemble des fonctions solutions est donc I’ensemble des fonctions z +— A (cos (z) — sin (x)) +ch (z), (A, p) € R%

Exercice 4 (CCINP): Soit E I’ensemble des fonctions f : [0,1] — R de classe C* vérifiant f (0) = 0.
Pour f € E, on pose |[f[|, = sup,eo [/ (@)], N1 (f) = [flloo + 1/l €t No () = [lf + f'll -

1. Montrer que Ny et Ny sont des normes de E.
2. Soit f € E. Montrer que pour tout x € [0,1] " f (x) = [ €' (f (t) + f' () dt.
3. En déduire que les normes Ny et Ny sont équivalentes.

Solution de I’exercice: On admet que E est un espace vectoriel (vérification immeédiate)
A flloe = M [ fllo = (1)
1: On sait que la norme infinie est une norme: Nf+ 9l < Ifll 9]l = (2)
[fllo=0et [[fll,=0=f=0:(3)
I en découle facilement que (1), (2) et (3) sont vérifiées par Ny et (1) et (2) sont vérifiés par Ny
Seul Ny (f) =0 = f =0 n’en découle pas directement.
Soit f € E. Supposons Ny (f) =0. On a ||f + f'||,, =0donc f'+ f =0
donc IN € R, Vz € [0,1], f () = Ae ™. Or f € E donc f(0) =0 donc A =0 donc f = 0.

2: Soit f € E. Posons g (x) = e* f (x). La fonction g est dérivable (car f l’est) et { g (@)= Z(éj)c

On & donc g (2) = g.(x) — g (0) = 7 g/ (1)t = [ (£ (1) + F (1)) .

3: 11 s’agit de montrer 'existence de («, 3) € |0, +oo[* vérifiant: Vf € F, aNy (f) < Ny (f) < N2 (f).
Soit £ € E. Ona Ny () = |11 + /'l < Ifls + I = N (). On peut donc prendre a = 1.
Onale"f (x)] = | [y e (f () + f (1) dt| < [ le" (f (t) + f ()] dt < [T e | f + f'llodt
donc |e” f (z)| < we” [[f + [/l < e [|f + 'l
On en déduit que Yz € [0,1] |f (2)] < |f + f'[l,, donc || fll < [If + ']l
De plus ||[f'|lo = I/ +f = fllo S I1f + fllo + 1 fllo < 2[f + f]loo- On peut donc prendre 3 = 3.

2

() + f'(2))
-0 :
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Exercice 5 (mines télécom) Soit A > 0 et (E) l’équation différentielle vy’ + \y = 152

1. Exprimer o laide d’une intégrale les solutions de (E) sur |0, +00].

2. Montrer qu’il existe une unique solution bornée au voisinage de 0%,

Solution de l’exercice: \
1: Soit (H) : zy/ + Ay = 0 & 3 + —y = 0 I’équation homogeéne associée a I’équation linéaire (E) sur |0, +o0|.
x

Aln(z)

Les solutions de (H) sont les fonctions de la forme x — pe™ = px

Posons y (x) = z (z) 2~ (variation de la constante).

x)\fl

(1+az)
————dt: On pose y, () =

1 1
Ona:z:y’(x)—i—)\y(x):H—x<:>m:_’\z’(:c):F<:>z( x) =
1

Une solution particuliére est obtenue avec z ( = flz M—l"‘t)dt

fl 1= 1 + t)
Les solutions de (F) sur |0, +oo[ sont les fonctions définies par y (z ( N (15 t)dt + ,u) avec u € R
fixé.

2: Ona A >0donc1— A\ <1 et 'intégrale fo T dt est convergente.

! L~ 0 donc Pintégral [ =
< i - onc lmtegrale —
Bt T Y ()

dt a pour limite — fol et

De plus, dt est convergente.

On en déduit que la fonction x +— flz Sy dt lorsque x tend vers 0.

(1 +1t) (141
. 1 1 T 1 .
Sip# [, mdt alors xlilrgl+ (f1 mdt + ,LL) # 0 et donc nl_l)mooy( T) = +00.
. rl 1 _ A [z e
Sip=Jo mdt alors y () Chasles Jo m B fo _dt

s 1 m I 1 )
Or [, ﬂjdt =/ tAldt = [Xt’\L = XxA donc 0 < y(z) < " donc y est donc une fonction bornée.

Exercice 6 (Mines ponts): Montrer qu’il existe A € O,, (R) telle que pour tout M € O, (R), on a
tr(A—1I) xtr (A" = L)) <tr(M —1,) x tr (M" + 1,)

Solution de ’exercice: On a vu (voir cours) que O,, (R) est une partie fermée et bornée de M,, (R).
De plus, application ¢ : M +— tr (M — I,,) X tr (MT + In) est continue car
o M +— tr (M) et M — M7 sont continues car linéaires sur M,, (R) qui est de dimension finie.
e le produit matriciel est continu.

Le théoréme des bornes atteintes permet de conclure que ¢ admet un minimum sur O,, (R) c¢’est-a-dire qu’il existe
A € O, (R) telle que pour tout M € O, (R),ona ¢ (A) < p(M).

Exercice 7 (Mines ponts): Soit n € N*. Résoudre sur R [’équation différentielle xy' —ny =0: (£).
Solution de I’exercice: Sur |0, +o0], (£) < ' — By = 0 dont les solutions sont les fonctions:
T

z— dexp(nln(z)) =", A eR

De méme, les solutions sur |—oo, 0 sont les fonctions x — pz™, A € R.
fx)=X"siz>0

Recollement des solutions sur R: Soit f une solutions sur R. On a donc n - .
f(x)=pa"siz <0

x—0~ z—0t

- Continuité en 0: On a lim f(z) =0et lim f(z) =0 donc on pose f (0) =0 et f est continue en 0.
3



- Dérivablité en 0: On a f' (z) = nAz" ! si 2 > 0 donc lim+ f'(z)=0sin>2et lim+ f'(z)=nAsin=1
z—0 z—0
La fonction f est continue en 0 donc on peut appliquer le théoréme "limite de la dérivée sur R, en O:
) L. . . , | nAsin=1
La fonction f est dérivable a droite en 0 et f}(0) = Osin>2
nusin=1
Osin>2
-sin =1, f est dérivable en 0 si et seulement si A = p.
-sin > 2, f est dérivable en 0 pour toute valeur (A, u)

On obtient de méme que f; (0) = . On en déduit que

Les solutions pour n = 1 sont donc les fonctions z +— Ax, A € R
= \z" six >
Les solutions pour n = 2 sont donc les fonctions x +— I (@) )\mn S = 0 , (A p) € R
fx)=px"siz<0

(Ces fonctions vérifient bien ’équation (£) en z = 0).
Remarque: Sin > 2, 'ensemble des solutions sur R est un espace vectoriel de dimension 2 bien que 1’équation
soit du premier ordre).

Exercice 8 (mines ponts) Soit E un espace normé et C' une partie conveze de E.

1. Montrer que l’adhérence de C' est une partie convexe de E qui contient C'.

2. On appelle intérieur de C' l’ensemble des points a € E qui sont intérieurs a C' c’est-a-dire vérifiant :
Ir>0Vere b ||r—a| <r=zeC.
Montrer que l'intérieur de C' est une partie convere de E contenue dans C.

Solution de ’exercice:
1: Notons A I'adhérence de C'.
a: si a € C alors a est limite de la suite de C' constante égale & a donc a € A conc C' C A.
b: Soit (a,b) € A% de sorte qu'il existe deux suites (x,) et (y,) de C' qui convergent respectivement vers a et.b
Soit A € [0;1], posons ¢ = Aa+ (1 — A)b et z, = Az, + (1 — N)y,.
-Vn, z, € C car x, et y, le sont et C est convexe.
- lim 2z, =cdonc C € A.

n—-+o0o

On en déduit que A est convexe.

2: Notons B I’ensemble des points intérieurs de C' et B, les boules ouvertes.

Soit (a,b) € B2 1l existe 7, > 0 tel que B, (a,r,) C C et 1l existe r, > 0 tel que B, (b,m;,) C C.
en posant r = min (r,,73), on a B, (a,r) C C et B, (b,r) C C.

Soit A € [0;1], posons ¢ = Aa+ (1 — A\)b

Soit x vérifiant ||z]| < 7. Onac+x=Xa+ (1 = Nb+z=Xa+ (1 —A)b+ A+ (1 —X))xb
doncc+z=Aa+z)+(1—-N)(b+z)eCcarat+x € Cetb+xecC et est convexe.

On en déduit que B, (¢,r) C C donc ¢ € B donc B est convexe.

Exercice 9 (Mines ponts) On considére l’équation différentielle (£) :y" +a(t)y' +b(t)y =0 ot a et b désignent
des fonctions continues de R dans R.

1. Soit f et g deux solutions de (£). Exprimer la fonction W = fg' — f'g a Uaide de la fonction a et de W (0).

2. On suppose a impaire et b paire.
Montrez que la fonction f solution de (£) vérifiant les conditions initiales f (0) =1 et f'(0) = 0 est paire.
Montrez de méme que la fonction g solution de (£) vérifiant les conditions initiales g (0) = 0 et ¢’ (0) =1
est impasre.
En déduire qu’il existe une base de l’espace des solutions de (E) constituée d’une fonction paire et impaire.

3. On suppose qu’il existe une base de l’espace des solutions de (E) constituée d’une fonction paire et d’une
fonction impaire. 4



a Montrez que a est impaire

b En déduire que b paire.

Solution de ’exercice: 1: Ona W' = f'g+ f¢" — f'g— f'¢' = fg" flg=—f (ag +bg) + (af' +bf) g.
Donc W' = —aW. 1l existe donc un réel \ tel que Vt € R, W (t) = Ae™4® avec A (t) f (u) du.
En évaluant en ¢ = 0, on obtient que A = W (0) donc Vt € R, W (¢t) = W (0) e~ Jo etwdu
2: On pose ¢ (t) = f (—t). La fonction ¢ est deux fois dérivable et ¢’ (1) = — f (—t) et go” (t) = f"(—t) donc

) +at) Oy +o) o) = f1(=t)—a)f (=t)y +b(t)f (1)
= [T Fa(=t) f (=) y +b(=1) f (=) =0

donc ¢ vérifie (£).
De plus, ¢ (0) =1 et ¢’ (0) = 0 et les fonctions a et b étant continues.
Le théoréme de Cauchy permet de dire que ¢ = f donc f est paire.
On montre de méme, en introduisant ¢ (x) = —g (—t) que g est impaire.
La famille (f, g) est libre (prendre la valeur en 0 de Af + pg) et 'ensemble des solution de ’ED linéaire homogeéne
du deuxiéme ordre (€) est de dimension 2 donc admet (f, g) comme base.
Q3a: Supposons que (f,g) est une base de solutions de (£) et que f soit paire et g est impaire. Alors W est une
fonction paire (car la dérivée change la parité).
Or W (0) = f(0)g (0) # 0 car si ¢’ (0) = 0 alors (¢ (0), 4 (0)) = (0,0) donc par le théoréme de Cauchy, g = 0
(qui est I'unique solution de ’équation étant homogene (€) vériifant ces conditions initiales) ce qui contredit le
fait que g n’est pas la fonction nulle.
et de méme, f (0) # 0. OnadoncW( ) # 0.
On en déduit que t — fo u) du est paire donc, par dérivation, a est impaire.
Q3b: Soit t € R.
e Commencons par supposer que f (t) # 0.

" ! " !/
On a alors b (t) = SO Fal) () et b(—t) = S Fa(=0) [ (=) donc b (—t) = b(t).

f(t) f(=1)

e Soit t € R tel que f (¢) = 0. Montrons qu'il existe ¢, € |t — £,¢ — L[ tel que f (t,) # 0.
Sinon f est nulle sur |t — 1, ¢ — [ donc f'(t) = 0 donc (f (t), f'(t)) = (0,0) donc f = 0.
On a donc lim ¢, =tet b(t,) = b(—t,). La fonction b est continue donc b (t) = b (—t).

n—-+o00

On en déduit que b est paire.

Exercice 10 (Centrale) Pour n > 1, on pose E, l’ensemble des polynomes unitaires de degré n a coefficients
réels. Montrer que mf (fo |P (¢ |dt> > 0.

Solution de ’exercice: { fo |P(t)|dt, P € E, } est non vide minoré par 0 donc Pinbﬁ ( fo |P(t ]dt) existe
€Ey,
et mf <f0 | P (t |dt> >0

Premiére méthode: Supposons PinEf ( fo |P(t)] dt) = 0. Par la caractérisation de la borne inférieure avec les suites
E n

(fait dans une autre feuille de révision),
Vk e N*, P, € E,

il existe une suite (Fy) vérifiant { fo Py (1)) dit < l .

L’égalite N fo |P (t)| dt définit une des normes équivalentes de R,[X] donc N (P, — 0) —4_ 0 0 donc la
suite (Py) tend vers le polynoéme nul.

Posons P, = > a; X" avec a,; = 1. La convergence dans R,[X] équivaut & la convergence "coordonnée par
i=0

coordonée". Or 0 = > 0X* donc Vi € [[0,n]], khm a;;, = 0, ce qui n’est pas possible pour i = n donc
i=0 -t



nt (1P 0 at)
Anf Jo 1P (t)]dt) >0
Deuxieme méthode: On cherche & appliquer le th des bornes atteintes mais F,, n’est pas borné.
1 n
Ona [ [t"|dt = -7 < 1.
Soit E! I'ensemble des polynomes unitaires de degré n a coefficients réels vérifiant fol |P(t)]dt < 1.

Les bornes inférieures de fol |P (t)| dt sur les ensembles E,, et E! sont égales car si P € E,\E/, fol |P (t)| dt > 1.
Montrons que E!, est fermé et borné.

L’égalite N (P) = fol |P (t)| dt définit une des norme équivalente de R, [X] et VP € E/ N (P) < 1 donc E!, est
borné.

Soit (Pg) une suite de E!, qui converge vers P.

On a donc N (Py) —k—i00 N (P) donc N (P) < 1 car la fonction étant une norme, elle est lipschitzienne donc
continue.

De plus les suites des coordonnées de (Py) dans la base canonique convergent vers les coordonnées de P donc P
est aussi unitaire donc P € E! donc E! est fermé. La fonction N admet donc un minimum N (Fp) sur E! et ce
minimum N (Fp) est non nul car Py # 0 car Py € E,,.



