mercredi 3 juin 2026 (qua aif)
Exercice 1 (ccinp) Soit les équations (Ep) : 2%y" — 2y =0 et (E) : 2%y" — 2y = 3.
1. Trouver une solution polynomiale u de (Ey).

2. Trouver une fonction v solution de (Fy), indépendante de u, écrite sous la forme v(x) = u(x)z(x) avec z de
classe C? sur R% ou R*.

3. Déduire de la question précédente les solutions de (E) sur R ou R* .

4. Trouver toutes les solutions de (E) sur R.

Solution de ’exercice:
1: On remarque que y : * — x? est une solution polynomiale de (Ej).
Si on ne fait pas cette remarque, on suppose que y : x +— »_ apx® de (Ey) avec a, # 0 est solution.

k=0

e En identifiant les termes en z™ dans (Ey), on a n(n — 1)a, — 2a, = 0 donc, comme a,, # 0,
il vient n(n —1) —2=n>-n—-2=(n—2)(n+1) =0 donc n =2 car n € N.
Ainsi, 8'il existe une solution polynomiale de ( Ey), elle est forcément de degré 2 .
e On pose y(x) = ax® + bz + c.
On a y solution de (Fy) < Vo € R, 2a2? — 2 (az? +br +¢) = —2bx —c=0&b=c=0.
Les fonctions z — ax? sont donc solutions de (Fj) .
2: Soit v de classe C? sur R et 2 : x — 22, la fonction z est aussi de classe C? et v(z) = 222(z).
On a donc v'(z) = 2zz(z) + 222/ (z) et v"(x) = 22(z) + 4z2'(z) + 222" ().
Ainsi, v est solution de (Ep) sur R* si et seulement si Vo € I, 22%2(x) + 422/ (z) + 22" (z) — 22%2(z) =0
c’est-a-dire si et seulement si z veérifie (F) : z2"(x) 4+ 42'(z) = 0,
ce qui équivaut au fait que 2 vérifie (G) : zw’ + 4w = (
Or 2/ vérifie (G) si et seulement si il existe A € R tel que Vz € I,2/(z) = 2 donc
les solutions de (F) sont donc les fonctions z : # — % + § avec (a, 5) € R?.
En prenant a = 1 et 8 = 0, on trouve donc z(z) = a% donc v : x — % est une solution de (Ep) sur RY.
Les fonctions u et v ne sont pas proprtionnelles donc (u,v) est une famille libre.
On peut faire de méme sur R*
3: e I’équation (Ep) est linéaire, homogene et normalisée, I’ensemble de ses solutions sur R* est un espace vectoriel
de dimension 2 , il est donc engendrée par u et v d’aprés les deux questions précédentes. Les solutions de (FEy)
sur R} ou R* sont donc les fonctions y : x +— & + px? avec (o, 8) € R2.

T
e On constate comme en a. que y, : = +— vy est solution de (E) sur R.

Les solutions de (E) sur R* sont les fonctions y : z +— 2 + fa® + % avec (o, 8) € R2.

On peut faire de méme sur R*

4: - Analyse : soit y : R — R une solution de (F) sur R, ainsi y est deux fois dérivable sur R.

Les restrictions de y a R et R* sont les solutions vues en Q3. donc il existe (ay, o, 51, 5;) € R* tel que

3 3

Vl’<0,y(l’) = %"‘61552—1-% et VI>0,y(ZL‘) = %‘FBQ.TQ-F%.

e Continuité en 0: En prenant x = 0 dans (£), on a y(0) = 0.
La continuité de y en 0 implique que a; = as = 0 et donc
3 3

\V/l' S an('r) :61372_’_ {EZ et \V/I’ Z O,y(ﬁb) = % —|—52x2+ %
x

e Dérivabilité en 0: On a y)(0) =28, x 0 =0 =y, (0) dlonc y est dérivable en 0 et Vo < 0,y/'(z) = 26,2 + % et



Ve >0,y (z) = 2P5x + %.

e Dérivée seconde en 0: On a alors y/7(0) = 20, et y/;(0) = 2, donc By = 0s.

- Synthese : Soit 8 € R et y : R — R définie par y(z) = S22 + %, alors y est de classe C™° sur R* et y vérifier
aussi (E) en = 0 (tous les termes s’annulent en 0).

Conclusion : les solutions réelles sur R de (E) sont les y : z — Bz? + % avec 3 € R.

Exercice 2 (ccinp)
1. Déterminer les solutions développables en série entiére de I'équation 4xy” — 2y’ + 92%y = 0: (E).
2. Eumiste-t-il des solutions sur |—oo, 0] non développables en série entiére?

Solution de ’exercice: 1: Soit une série entiére » | a,z" de rayon R > 0.

+00
On pose, pour = € |—R, R[,.y (x) = > a,a™
n=0

y vérifie (F) < 4:02 (n—1)apz"" —ZZnan n=l 4 gy Zanx

n=2
+o00 +o0
& Z (4n (n — 1) — 2n) apa™ ' + Z 9a,z""% =0
n=1 n=0
+o0o
— & 20 40w+ ) ((2(n+1)(2n = 1)) ans1 + 9an_2) 2" =0
n=2

PN &12612:0
et Vvn>2,((2(n+1)(2n — 1)) aps1 + 9a,_2)
(11:(1220
54 —96Ln (C)
t Vn >0, a,43 =
eI = T s = o 1 3) (2n + 3)

On vérifie par récurrence que (C) entraine que Vk € N, agri1 = aggro = 0: (C1)
9 1 (—1)F
1) = ———————as(;x—1) et final tVk e N =
(6 —3) x (6k) ¢ = Top x (2k — 1) "8 ¢t natement ¥R €A, sk = "oy
On a donc y () :Jioﬂ 3k
i=o (2k)!
Il est clair que (C;) et (Cq) entraine (C) donc entraine que y vérifie (£). On a donc raisonné par équivalence.

e Siz >0, alors y(z) =a xioﬂ(xg)zk:a xcos( %> et
7 E=NCT "

Qo - (Cg)

et asgp, = —

e Siz <0, (z —x)%:(x)%(—x)k:(— )" 3% donc y (z )—aoxg%:aoxm(:p —x)

(il est inutile de déterminer le rayon de convergence car on retombe sur des séries entiéres connues).

9
2: Sur l'intervalle |0, +oo], (E) < y" — 2—y’ +Ty = 0 qui est homogene normalisée donc I’ensemble des solutions
T

sur |0, +00[ est un espace vectoriel de dimension 2.
Les solutions développables en série entiéres sont les fonctions colinéaires & = — cos ( 2) qui forment un espace

vectoriel de dimension 1.
Conclusion: Il existe d’autres solutions.

Exercice 3 (ccinp) On se propose de déterminer des fonctions f : R* — R dérivables vérifiant:

VoeRf(-2) = ().
(E)-VGRJQ( ) =rw



1. On suppose que [ vérifie (E). Déterminer une équation différentielle du second ordre (E') vérifiée par f.

2. Quelles sont les fonctions de la forme x — x® solutions de (E') sur |0, 400].
Résoudre (E') sur |0,4o00[ et sur|—oo,0]

3. Conclure.

Solution de ’exercice: |
1: On a Vz € R*, [/ (—%) = f(z) donc Vx € R*, f'(z) = f (_E> donc f’ est dérivable comme composée de

fonctions dérivable.

1 1 1 1
En dérivant I'égalite, f” (v) = — f' ——) = — ['(z) donc f vérifie (E') : y" — —y = 0.
x x x T

2. Remarque: Si « et § sont deux réels disctincts, les fonctions définies sur |0, +oo[ par x +— z® et x +— 2% ne

x
sont pas colinéaires car le quotient g 7~ # n’est pas constant sur ]0, +oo|.

x
Sur |0, +o0] :
En prenant u : x — 2% on trouve que u vérifie (') si et seulement si (a (a — 1) — 1) 2772 = 0 soit (a(a — 1) — 1) =
0 soit a®*~a —1 = 0.

1-+5 15

On trouve a = 5 =rieta

Ta.

On en déduit que f; : z — 2" est solution de (E’) pour i € {1,2}.

Or (f1, f2) est libre (remarque) et I’équation est homogene et normalisée sur |0, +oc[ donc
I’ensemble des solutions de (') est un espace vectoriel de dimension 2 qui est donc est égal a vect (f1, fa).
Sur |—o0, 0] :

En prenant u : z — (—2x)%, on trouve de méme que u vérifie (E’) si et seulement si a = r; ou a = rs.
On en déduit que g; : © — (—z)"" est solution de (E') pour i € {1, 2}.

De méme; I'ensemble des solutions de (E’) est égal & vect (g1, g2).

3 Si f vérifie (E) alors f vérifie (E') sur |0, +00] et sur |—oo, 0] donc

donc 3 (A, A2) € R? tels que Vo > 0, f (z) = A fi (x) + Aafa ()

et 3 (g, p1p) € R? tels que Vo > 0, f (z) = pyg1 () + 1292 (2).

1
Siz > 0,alors f'(z) = \ria™ ™t 4+ Aorez™ ™t = A\yr2 72+ Aorox " car ry 19 = L et f ——) = " g2
x

1 =
En utilisant la liberté de (z — x™™ x +— 2772), Vo > 0, f'(z) = f <—> & { ATy = gty .
T AaTo = [y

On trouve la méme condition pour x < 0.
CONCLUSION: f est solution de (F) si et seulement si

) Ve >0, f(x) = A\a™ + Aga™
F(A1, A) €R { Vo <0, f(2) = Aara X (—=2)™ + Airy x (—2)"

Exercice 4 (ccinp 2018) On considére l'équation différentielle t (1> — 1) 2’ (t) + 2z (t) = t2 : (€)

1 a b c
1. T ,b,c € R tel _— .
rouver a, b, c esquet<t2_1> t+t—1+t+1

2. Résoudre (£) sur |1, +ool.

In(t) . P21
3. Soit la fonction f définie sur0,+oo| part —{ t—1 " 7
lsit=1
In(1+h) .
et g la fonction définie sur|—1,+oo[ part — { h sih#0
1sih=0

Montrer que les fonctions f et g sont de classe C’°§



4. Résoudre (&) sur 0, +o0].
5. Résoudre (£) sur R.

b b 24+ (b—c)t—
Solution de ’exercice: 1: On a % + o + tj_ 7 = (a+b+ Ct)(tQ—i(l) ) a.

Le triplet (a,b,c) = (—1, %,% convient.
2 2

2: Sur ]1, +OO[, (5) & (t) + m(lﬁ (t) = m

2
Une primitive de ¢ — E-D est t— —2In(¢t) +1In(t — 1) + In (¢t + 1) donc I’équation homogeéne
t2
a pour solution ¢ — \e2(H)-n(t=1)-In(t+2) _ )\tz o AeR.
E Cy () = 2 (1) =y véifie (£) & 2 (1) - PRV
n posan =2 (t) 5——, y vérifie 2 = 2 ==
posatt ¥ 21" 21 t(_1) /
In () + \) ¢?
On en déduit que les solutions de (€) sur |1, +00| sont les fonctions ¢ — %
g,
In(1+h — oo (—1)" ! oo (—1)"
3t g(h) = n h+ ) = = }? = nZ::l =T Tz vl = n;() —<n +)1 h"™ donc g est développable en série

entiére sur |—1, 1] donc est de classe C*° sur |—1,1][.

Ona f(t) =g(t—1) donc f est aussi de classe C*°.

(In () + p) ¢2
@-1

admet une limite réelle en ¢ = 1 donc le recollement par

4: En procédant de méme, les solutions de (£) sur |0, 1] sont les fonctions ¢ —

t?In(t) In(t) t?

= X
-1 t—1 t+1
continuité en 1 donne A = = 1.

D’apres Q3, la fonction ¢ +—-

t*1n (¢
5 n(®) sit#1
On a donc z (t) = (t N 1) et cette fonction est C™ donc de classe C! d’aprés Q3.
—sit=1

5: Soit x : |—00,0] — R. Posons z (t) = z (—t).

La fonction z vérifie (£) sur |—o0, 0[ si et seulement si

YVt € ]—00,0[ t (£ — 1) 2’ (t) + 22 (t) = 12 soit V¢ € |0, +oo[ (—t) ((—1)* — 1) 2’ (—t) + 2z (1)
Vt €10, +o0[, t(t* — 1) 2" (t) + 22 (t) = t*. On en déduit grace a Q4

(—t)? ’est-a-dire

2] 2In (—
P oz1 Pt oz
que z (t) = (t 1_1> donc x (t) = (t _11) :

Il reste a étudier le recollement en 0.
On a bien lim #*In (¢) = 0 et on peut donc poser z (0) = 0.

t—0t+

En posant u (t) = t*In (t), on a v’ (t) = 2tIn (t) + ¢ donc lim u (t) =0
t—0

Le théoréme limite de la dérivée entraine que x est de classe C! sur [0, +o0.
On montre de méme que z est de classe C' sur |—o0, 0] ( la fonction x est paire)

Exercice 5 (ccp ) On considére U'équation différentielle xy" + 4dxy’ +2y =1 : (€).

1. Trouver une solution particuliére de (£) sur |0,4o00].

2. Avec le changement de variable x = e, résoudre ’équation (£)sur |0, 4o00].

4



Solution de I’exercice:
1: On remarque que x +— 5 est solution de (E)sur 10, +o0l.

2: Soit z la fonction deﬁme par 2 (2t . Onaz (t)=ely (ef) et 2" (t) = ely (') + (') (¢

donc 2" (t) + 32 (t) + 22 (t) —|—4ety’( Y + 2y (') donc

y vérifie (€) : 2%y" + 4y’ + 2y = 1 sur ]0, +00[ si et seulement si z vérifie (') : 2" + 32" + 2z =1sur R
L’équation caractéristique de (£') admet deux racines réelles —1 et —2

donc (€') a pour solutions z : t — Ae™" + pe™%, avec (\, ) € R%

Or Vz € |0,+o0], y(z) = z(In(z)) donc y vérifie (H) si et seulement si il existe (A, u) € R? tel que Yz > 0,

y(x) = % + % + 3.

Exercice 6 Soit a € R et f: x + cos(a x arcsin (z)).
1. Déterminer une équation différentielle d’ordre 2 vérifiée par la fontion f sur un intervalle a préciser.
2. En déduire un développement en série entiére de f.

3. Pour quelles valeurs de « la fonction f est-elle polynomiale?

Solution de l’exerjcice: 1: On a, pour z € |-1,1[, f'(x) = %
et [ (z) = —q2elacing xozsm((la ar;;s)lnr donc la fonctlon f est solution de (&) : (1 — 2?)y" — zy' + oy = 0.

2: La fonction f est solution de (&) et vérifie f (0) =1 et f'(0) = 0.
D’apres le théoreme de Cauchy, f est I'unique solution de (£) sur |—1, 1] vérifiant y (0) = 1 et v’ (0) = 0.

Cherchons des fonctions développables en séries entiéres sur |—R, R| avec R > 0, y (x) = %O a,x™ solutions de
(&) et vérifiant ap = 1 et a; = 0. =
Posons h (z) = (1 — 2?)y" — a2y’ + oy = (1 — 2?) %Zn (n—1)a,z" 2 -z +Zoolnanacn_l + a? Jrf:zanx”
d’ou h (x) = +Zcx;n (n—1)a,z" 2 — ix; (n—1)apz"™ — Jijnana: +a? Zo anT
h(x) = Jrf:z (n+1)(n+2)a,22™+ Z (a? —n?)a,z" = (JFXO:Z (n+1)(n+2) a2 — (a® —n?) an) ™.
- =

La fonction y est solution de (€) si et seulement si h = 0 soit, par unicité du DSE,

(n + 2)_(n +1)

Vn €N, (n+1) (n+2) a2 — (&® —n®) a, = 0 soit a4z =

an : (C)

n—1
[T (% —a?)
Les condtions (C) sont équivalentes a Vp € N, ag,11 = 0 et agp = k=0 ol
p)!
n+2 2 _ .2
Vérifions que y est bien définie: on a |20 | = | T =% 2l (a2
anx" (n+2)(n+1)

donc la série converge si |z| < 1 et diverge si |z| > 1 donc R = 1.
On en déduit que y et f vérifient la mémé équation sur |—1, 1] avec les mémes conditions de Cauchy donc y = f.

o Zl;[l (<2k>2 _ a2)
Ve e]-L1[, f(z) = pZ_:O‘LQPQ; avee dap = (2p)!

3: Les relations (C) entraine que ag, = 0 = a2 = 0 donc agy, = 0 = Vp > py, as, = 0.
On en déduit que la fonction f est polynomiale si et seulement si dpy € N tel que (2p0)2 —a?=0
c’est-a-dire a est un entier pair.

2
Exercice 7 (ccinp) Soit la suite réelle (a,) définie par ag =a; =1 et Vn > 1, ayi1 = a, + —p_1.
5



1. Montrer que pour tout n € N*, 1 < a,, < n?.
2. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére ) ap,x".

3. En déduire une équation différentielle d’ordre 1 vérifiée par la somme S de cette série entiére et calculer

S (x).

Solution de I’exercice:
1: Initialisation: On a1 <a, <n?pourn=1etn=2.
Hérédité: (récurrence double) Soit n > 1 vérifiant 1 < a,,—; < (n — 1)2 et 1 <a, <n?
2(n—1)>

<n?+2(n—-1)<n*4+2n+1=(n+1)>
n+1

Onaalors 1 <q, <a, +
n

donc Vn, 1 < a, < n?.

2: On sait que si 0 < b, < ¢,, le rayon de convergence de Y b,x™ est supérieur ou égal a celui de > ¢, z"

De plus Y_ 2" et > n?z™ ont méme rayon de convergence égal & 1 (la multiplication par n ne change pas le rayon
de convergence) donc le rayon de convergence de > a,z™ est 1.

3: e Equa diff vérifiée par f:

Pour n >0, (n 4 2) ani2 = (n+ 2) anyi1 + 2a,.

Si |z] < 1, les séries > a,z" et > na,z™ convergent et (n + 2) a,. 22" = (n +2) a, 12" + 2a,2" !

1an—1 S TL2 +

+o0 oo oo
On en déduit que Y (n+ 2) api02™™ — > (n+2) ap1z™™ =2 > a2t = 0.
n=0 n=0 n=0
+o0 +oo
On peut dériver terme a terme sur |—1,1[ et S’ (z) = > na,z" ' = > (n+ 1) app12™
n=1 n=0
+oo too oo
donc Y (n+2)apx™™ =5 (x) —ay et Y, (n+1)ap 12" =25 (x) et Y. a, 12" = S (x) — ay donc,
n=0 n=0 n=0
pour z € |—1,1[ et S’ () —a; — (xS (z) + (S () — ap)) —22S (z) = 0soit (1 —z) 5" (x)— 2z +1)S(x) =0: (E).
—2r—1 =2 2 3
e Résolution de (£) : Posons a (z) = ’ _ Tt =—2— —— qui admet
1—= 11—z 11— 1—2
comme primitive A (z) = -2z —31n (1 — z).
—2z
Il existe donc A € R tel que Vo € |—1,1[, S (x) = Ae 2% 31-2) = )\(16—)3
—x
6—21‘
Comme S (0) =ag =1, S(v) = —.
(1—x)

Commentaire: On pourrait tirer une expression de a, en développant 1’expression obtenue (avec un produit de
Cauchy).

Exercice 8 (Mines ponts) Soit a € ]0;1] et f : R — R.
Dans les question 1,2, et 3, on suppose que [ dérivable telle que Vr € R, f'(x) = f(ax).

1. Montrer que f est de classe C* sur R.
2. Exprimer f™(z) pourn € N et x € R & laide de f.
3. En déduire que [ est développable en série entiére sur R.

4. Déterminer toutes les fonctions f : R — R dérivables telles que Vx € R, f'(z) = f(ax).

Solution de ’exercice: 1: La fonction f est dérivable donc continue sur R
donc x +— f(ax) = f'(x) est continue sur R. donc f est de classe C* sur R.
Soit n € N*. Supposons que f est de classe C™ sur R.
Alors x — f(az) = f'(x) est aussi de classe C™ sur R donc f est de classe C""! sur R.
Donc pour tout n € N, f est de classe C" sur R donc f est de classe C* sur R.
2: Pour z € R, on f'(z) = f(ax) donc f"(z) = af'(ax) = af (a*x).
On continue: " (z) = a x a®f' (a*x) = a' T2 f (a3x) et f(64) (x) = a'2af' (az) = a3 f (a'z).



Supposons, pour n € N*, qu’on ait Vz € R, f™)(z) = a5 f(a"x).

En dérivant cette relation, on a f("*V)(z) = a"5 X anf (a"z) = o™ f (a" ).

On a montré pa récurrence que Vn € N*, Vo € R, f(z) = awf (a™x)

et comme on a fO(z) = f(x) = 0" f (a°z), la relation précédente est vraie pour n € N.

3: Soit x € R. La fonction, f étant continue sur le segment [0, z] (ou [x,0]) elle y est bornée.
On pose M = Hf”L%"”] et M1 = ”f(n+1)’|£;x]

e (000t
1) = 5

Mn+1|$*0‘n+1

= (nt1)! (Taylor Lagrange)

Pour n € N, on a

Or fr+0(t) = a@f (a"t) et a™t € [—b;b] sit € [0,2] car |a] <1, on a |f(”+1)(t)‘ <o
Or lim =— =0 (car T est le terme général de la série exponentielle) et lim,, o a =5 20 car la| < 1.

n—+too 1) TL'

SO n fW(0)a Lo fM(0)2" , s
D’ou 1151_1 flx)—>2 | = 0 donc Vz € R, f(z) = > - donc f est développable en série
n—+o00 E—0 ! k—0 !
entiére. -
On peut préciser ce développement car. f*)(0) = a~ =z f(0), donc

+00 k(k 1)

Vz € R, f(z) = ()Z“ -

4 D’apres la question precedente si une fonction f vérife les conditions, il existe A € R tel que Vx € R, f(x) =
+00 k(k 1)

e

k

zk

. (Q1,2 et 3 forment une analyse)

k(k—1)
Ak+1
ag

=0

Réciproquement, Si on pose a; = L= “+ donc, comme 0 < a < 1,limg 100

Par la régle de D’Alembert, le rayon de convergence de Z@O apr® est R = +o0.
+oo  k(k—1)
La fonction  — A > “2k—,zk = f () est donc définie et de classe C* sur R. et par dérivation terme & terme,

k(k 1) +oo k(k+1) k(k 1) k

vz €R, f'(x Z AZ —/\Z Y _ faz).

+oo  k(k—1)

Les solutions sont donc les fonctions z — A > ‘liﬁ—,afk avec A € R quelconque.
k=0

(L’ensemble des solution est donc une droite vectorielle).



