mercredi 3 juin 2026 (qua aif)
Exercice 1 (ccinp) Soit les équations (Ep) : 2%y" — 2y =0 et (E) : 2%y" — 2y = 3.
1. Trouver une solution polynomiale u de (Ey).

2. Trouver une fonction v solution de (Ey), indépendante de u, écrite sous la forme v(z) = u(x)z(z) avec z de
classe C? sur R% ou R*.

3. Déduire de la question précédente les solutions de (E) sur R ou R* .

4. Trouver toutes les solutions de (E) sur R.

Solution de I’exercice:
1: On remarque que y : = — 22 est une solution polynomiale de (Ep).
Si on ne fait pas cette remarque, on suppose que y : x — > axz® de (Ey) avec a, # 0 est solution.
k=0
e En identifiant les termes en z™ dans (Ey), on a n(n — 1)a,, — 2a,, = 0 donc, comme a,, # 0,
il vient n(n —1) —=2=n?-n—-2=(n—-2)(n+1)=0doncn=2carn € N.
Ainsi, s'il existe une solution polynomiale de ( Ej), elle est forcément de degré 2 .
e On pose y(x) = ax® + bz + c.
On a y solution de (Ey) & Vo € R,2a2? — 2 (ax? + bx +c¢) = —2br —c=0& b=c= 0.
Les fonctions z — ax? sont donc solutions de (Fj) .
2: Soit v de classe C? sur R et 2 : x — “2. la fonction z est aussi de classe C? et v(z) = 222(z).
On a donc v'(z) = 2zz(z) + 222/ (z) et v"(x) = 22(x) + 422/ (z) + 222" ().
Ainsi, v est solution de (Ep) sur R* si et seulement si Vo € I, 22%2(z) + 422/ (z) + 2*2"(2) — 22%2(z) =0
c’est-a-dire si et seulement si z vérifie (F') : xz"(x) + 42'(x) = 0,ce qui équivaut au fait que

[ 2 verifie (G) : 2w+ 4w =0: (G) |

Or 2 vérifie (G) si et seulement si il existe A € R tel que Vz € I, 2/(z) = 2 donc

les solutions de (F') sont donc les fonctions z : # — % 4 3 avec («a, 3) € R%.

En prenant o = 1 et 8 = 0, on trouve donc z(z) = = donc v :  — 1 est une solution de (Ey) sur R¥.

Les fonctions u et v ne sont pas proprtionnelles donc (u,v) est une famille libre.

On peut faire de méme sur R*

3: e I’équation (Ejp) est linéaire, homogene et normalisée, '’ensemble de ses solutions sur R* est un espace vectoriel
de dimension 2 , il est donc engendrée par u et v d’apres les deux questions précédentes. Les solutions de (Ejp)
sur R% ou R* sont donc les fonctions y : z — 2 + fa? avec (o, ) € R*.

x
e On constate comme en a. que y, : & — R est solution de (F) sur R.

Les solutions de (F) sur R* sont les fonctions y : z +— 2 + fa® + % avec («a, 3) € R2.

On peut faire de méme sur R*

4: - Analyse : soit y : R — R une solution de (£) sur R, ainsi y est deux fois dérivable sur R.

Les restrictions de y a R et R* sont les solutions vues en Q3. donc il existe (ay, oz, 51, 5;) € R* tel que

3 3

Vo <0,y(r) = %+61x2+% et V> 0,y(z) = %+52x2+%

e Continuité en 0: En prenant x = 0 dans (£), on a y(0) = 0.
La continuité de y en 0 implique que a; = as = 0 et donc

3 3

Va < 0,y(z) = B’ + et ¥z > 0,y(x) = =4 Baa® + 7 (R).



e Dérivabilité en 0: On a, d’apres (R), y;(0) =28, x 0 =0 et =y, (0) =28, x 0 =0
donc y est dérivable en 0 et Vo < 0,y/(z) = 25,2 + % et Vo > 0,y () = 26,2 + %.
e Dérivée seconde en 0: On a alors vy (0) = 26, et y/;(0) = 2/, donc By = B,

- Synthese : Soit 3 € R et y : R — R définie par y(z) = Sz + -, alors

- y est de classe C*° sur R,

- y vérifie () sur R*

- et y vérifie aussi () en o = 0 (tous les termes s’annulent en 0).

Conclusion : les solutions réelles sur R de (E) sont les y : z +— Bz? + % avec 3 € R.

Exercice 2 (ccinp)

1. Déterminer les solutions développables en série entiére de I'équation 4xy” — 2y’ + 92%y =0 : (E).

2. Euiste-t-il des solutions sur |—oo, 0] non développables en série entiére?

Solution de I’exercice: 1: Soit une série entiére >  a,z™ de rayon R > 0.

+00
On pose, pour z € |—R, R[,.y (x) = > a,a™
n=0

—+o00 —+o00 —+o0
y vérifie (F) < 4z Z n(n—1)a,z"?—2 Znan:cnfl + 922 Z a,x" =0

+00 +oo
& Z (4n (n — 1) — 2n) apa™ ' + Z 9a,z"? =0
n=1 n=0

— & 201 +4asr + Z (2(n+1)(2n—1))aps1 +9a,2)2" =0
n=2
N CL1:CL2:0
et Vn>2,((2(n+1)(2n — 1)) ans1 + 9a,—2)
ar=a, =0
= _gan (C)
t Vn >0, anp43 =
O = Ot = o 1 3) (20 + 3)

On vérifie par récurrence que (C) entraine que Vk € N, az1 = aggre = 0: (C1)
9 1 (1)
)= ————as(,—1) et final t V& =~
(6% — 3) x (6) ¢V = " 9f x (2 — 1) - et finalement Vi € N, a5 =~
On a donc y (z) = Jio (D" e
=0 (2k)!

Il est clair que (C1) et (Cq) entraine (C) donc entraine que y vérifie (£). On a donc raisonné par équivalence.
+oo (—1 2k
e Sixz>0,alorsy(z) =ag X >, ( )l (x ) :aoxcos( %> et
i=o (2k)!
+o0o ([E« / — )

e Siz <0, (z —x)% = ()% (—2)* = (=1)F 23 donc y (z) = ao x Zjo on]

(il est inutile de déterminer le rayon de convergence car on retombe sur des séries entiéres connues).

Qg - (Cg)

et agy = —

N

= ag X ch (x —m)

1 9
2: Sur l'intervalle |—o00,0], (F) < y" — 2—y’ + 1Y = 0 qui est homogeéne normalisée donc ’ensemble des solutions
x

sur |—oo, 0] est un espace vectoriel de dimension 2.

Les solutions développables en série entiéres sont les fonctions colinéaires & = +— ch (m —x) qui forment un espace
vectoriel de dimension 1.

Conclusion: Il existe d’autres solutions.



Exercice 3 (ccinp) On se propose de déterminer des fonctions f : R* — R dérivables vérifiant:

(E):Va € R, f' (—1) ~ fa).

T

1. On suppose que f vérifie (E). Déterminer une équation différentielle du second ordre (E') vérifiée par f.

2. Quelles sont les fonctions de la forme x +— x® solutions de (E') sur |0, +00].
Résoudre (E') sur|0,4o00[ et sur|—oo,0]

3. Conclure.

Solution de 1’exercice:
1: On aVz € R*, f'(—1) = f(z) donc Vz € R*, f'(z) = f (—i) donc f’ est dérivable comme composée de
fonctions dérivable.
En dérivant 'égalite, " (z) = izf’ (—1) = %f’ (x) donc f vérifie (E') : y" — %y = 0.
x x x T

2. Remarque: Si « et § sont deux réels disctincts, les fonctions définies sur |0, +oo[ par x +— z® et x +— 2% ne
(0%

x
sont pas colinéaires car le quotient 5= 2% n’est pas constant sur 10, 4-00].
x
Sur |0, 4o0] :
En prenant u : z +— x% on trouve que u vérifie (E’) si et seulement si (a (a — 1) — 1) 22 = 0 soit (a(a — 1) — 1) =
0 soit a®>~a — 1 = 0.

1-+5 1+5
9

On trouve a =

=reta= =Ty.

On en déduit que f; : x — 2" est solution de (E’) pour i € {1,2}.

Or (f1, f2) est libre (remarque) et I’équation est homogene et normalisée sur |0, +00| donc

’ensemble des solutions de (E’) est un espace vectoriel de dimension 2 qui est donc est égal & vect (fi, fo).
Sur |—o0, 0] :

En prenant v : x — (—x)“, on trouve de méme que u vérifie (E’) si et seulement si a = r; ou a = ry.

On en déduit que g; : © — (—x)"" est solution de (E') pour i € {1,2}.

De méme; I’ensemble des solutions de (E') est égal & vect (g1, g2).

3 Si f verifie (E) alors f vérifie (E') sur |0, +o0o[ et sur |—o0, 0] donc

donc 3 (A1, A2) € R? tels que Vz > 0, f(z) = A f1 (z) + Aafa (2)

et 3 (py, p15) € R? tels que Va > 0, f () = py91 () + 1292 (2).

1
Siz > 0,alors f/(z) = \ria™ ™+ Xorox™ = A\iryx "2+ Xoroxr " car 1o = L et f <——> = " g2,
x

1 =
En utilisant la liberté de (z — o™z +— 27"2), Vo >0, f' () = f <—> & { AT = oy .
x Aoy = iy
On trouve la méme condition pour x < 0.

CONCLUSION: f est solution de (F) si et seulement si

Vo >0, f(z) = Ma"™ + A"
2 Y
3(A1, %) €R ’{ Vo <0, f(z) = Agrz X (=2)™" + My x (—2)"™

Exercice 4 (ccinp 2018) On considére l'équation différentielle t (1> — 1) 2’ (t) + 2z (t) = t2 : (€)

1 b
1. Trouver a,b,c € R tels quem—%+:+tjl'

2. Résoudre (£) sur |1, +o00].



In ()

3. Soit la fonction f définie sur]0,+oo] part — ¢ t—1 sit#1
lsit=1
In(1+h) |
et g la fonction définie sur|—1,4o00] par h — h sih#0 .
1sih=0
Montrer que les fonctions f et g sont de classe C'™°
4. Résoudre (E) sur 0, +o0].
5. Résoudre (£) sur R.
b b+e)t?+(b—c)t—
Solution de 1’exercice: 1: On a % + r— + t—ic— 7= (atb+ Cg(t2t<1) ) ¢

Le triplet (a,b,c) = (—1, % convient.
2 t2

-0 W= ey

1
29

2: Sur |1,400[, (£) & 2/ (t) +

2
Une primitive de ¢ +— A est t — —2In(t) +In(t — 1) +In (¢ + 1) donc I'équation homogene
t2
a pour solution t — \e2(H)-n(t=1)-In(t+2) _ )\m, AeR.
En posant y (t) = = (t) ' y verifie (€) & 2/ (£) GV
n posan =z (t) =——, y vérifie z = 2 ==
posatt y 21" 21 t(_1) /
In (¢) + \) ¢?
On en déduit que les solutions de (&) sur |1, +o00] sont les fonctions ¢ — %
g,
In(1+h — oo (—1)" ! too (—1)"
3: g(h) = n h+ ) — _n=l }? = nz_:l —< 73 prl = nZ::o —<n +)1 h™ donc g est développable en série

entiere sur |—1, 1] donc est de classe C*° sur |—1, 1.

On a f(t) =g(t—1) donc f est aussi de classe COO.

(In (t) + p) ¢2
GCESVE

admet une limite réelle en ¢ = 1 donc le recollement par

4: En procédant de méme, les solutions de (£) sur |0, 1] sont les fonctions ¢ —

t?In(t)  In(t) y t?
t2—-1) t—1"t+1
continuité en 1 donne A = = 1.

D’apres Q3, la fonction ¢ +—-

t?1
e n(®) sit#1
On a donc z (t) = (t 1 1) et cette fonction est C*° donc de classe C'!' d’apres Q3.
—sit=1

5: Soit x : |—00,0] — R. Posons z (t) = z (—t).
La fonction z vérifie ) sur |—oo, 0[ si et seulement si

(€
Vt €]—00,0[t(t2 1)z ( )+ 22 (t) = t* soit Wt € ]0, +00[ (1) ((=t)> — 1)’ (—t) + 22 (—t) = (—t) c’est-a-dire
vt €0 —l—oo[ t(t* — 1) 2" (t) + 22 (t) = 2. On en déduit grace a Q4
t?1n (1) y *In (=) Gt
que z (t) = (t21 1) 7 donc x (t) = (-1 . .
—sit=1 —sit=1
2 2

Il reste a étudier le recollement en 0.
On a bien lim #*In(¢) = 0 et on peut donc poser z (0) = 0.

t—0+

En posant u (t) = t*In (t), on a v’ (t) = 2tIn (t) + ¢ donc lim u (t) =0
t—0

Le théoreme limite de la dérivée entraine que x est de classe C* sur [0, +-00].
On montre de méme que z est de classe C' sur |—o0, 0] ( la fonction x est paire)

4



Exercice 5 (ccp ) On considére I'équation différenticlle xy” + 4xy’ +2y = 1: (£).
1. Trouver une solution particuliére de (£) sur ]0,400].

2. Avec le changement de variable x = e, résoudre ’équation (£)sur |0, 4o00].

Solution de I’exercice:
1: On remarque que x +— 5 est solution de (€)sur |0, +oo.
2: Soit z la fonction définie par z (t) = y (e').
Si y est deux fois dérivable alors z I'est et on a 2/ (¢) = ey (¢f) et 2" (£) = e'y/ (¢!) + ()’ y” (')
donc 2" (t) + 32 (t) + 2z (t) = (')’ y" (¢') + 4e'y/ (e') + 2y (¢') donc
y vérifie (€) : 2%y" + 4xy’ + 2y = 1 sur 0, +o0 si et seulement si z vérifie (') : 2” + 32’ + 2z =1 sur R
L’équation caractéristique de (£') admet deux racines réelles —1 et —2
donc (£') a pour solutions z : t — Xe™" + pe™%, avec (\, ) € R%
Or Vz € ]0,400[, y (x) = z (In (z)) donc

A
y vérifie (H) si et seulement si il existe (A, p) € R? tel que Vo > 0, y () = — + % + 3.
r o ox

Exercice 6 Soit « € R et f: x+ cos (o x arcsin ()).
1. Déterminer une équation différentielle d’ordre 2 vérifiée par la fontion f sur un intervalle a préciser.

2. En déduire un développement en série entiére de f.

3. Pour quelles valeurs de « la fonction f est-elle polynomiale?

Solution de ’exercice: 1: La fonction arcsin est définie sur [—1, 1] et dérivable sur |—1, 1]
On a, pour z € |—1,1], f/ (z) = —qn@arcsing

V1—22
et f"(z) = —a? Cos(alir;;mx) — goin@arsing go0c 1a fonction f est solution de (&) : (1 — 2?)y" — zy’ + oy = 0.

(1-2%)3
2: La fonction f est solution de (£) et vérifie f (0) =1 et f/(0) = 0.
D’apres le théoreme de Cauchy, f est I'unique solution de (£) sur |—1, 1] vérifiant y (0) = 1 et ¢/ (0) = 0.

+o00
Cherchons des fonctions développables en séries entieres sur |—R, R avec R > 0, y (z) = a,z" solutions de
n=0
(&) et vérifiant agp = 1 et a3 = 0.
+o0o +o00 +o0o
Posons h(z) = (1 —2?)y" —ay +®y=(1—-2%) Y. n(n—1)a,z" 2 —2 > na,z" '+ a2 > a,a
n=2 n=1 n=0
+o0 +oo too oo
douh(z)=>Y nn—-1a,z2" 2= > nn—1)az" — > na,a" +a? > a,z"
n=2 n=0 n=1 n=0
+o0 +oo +oo
h(z)=> (n+1)(n+2)an22" + > (a® —n?)a,a" = (z (n+1)(n+2)a,2 — (a® —n?) an> "
n=0 n=0 n=0
La fonction y est solution de (&) si et seulement si h = 0 soit, par unicité du DSE,
n? — a?
Vn €N, (n+1)(n+2) a2 — (@® —n?) a, = 0 soit a0 = an : (C)

(n+2)(n+1)

T (# — ?)

Les condtions (C) sont équivalentes a Vp € N, ag,11 = 0 et agy = k=0 ol
p)!

2% oo |27

n?-— @2

a,x" (n+2)(n+1
donc la série converge si |z| < 1 et diverge si |z| > 1 donc R = 1.
On en déduit que y et f vérifient la méme équation sur |—1, 1| avec les mémes conditions de Cauchy donc y = f.

5

an+2xn+2

Vérifions que y est bien définie: on a




p—1

- [T ((2k)* — a?)

Vo € ]-1,1], f(z) = 3 agz® avec ag, = k=0
p=0 <2p)‘

3: Les relations (C) entraine que agy, = 0 == a2 = 0 donc agy, = 0 = Vp > py, as, = 0.

On en déduit que la fonction f est polynomiale si et seulement si dpg € N tel que (2p0)2 —a?=0

c’est-a-dire o est un entier pair.

2
Exercice 7 (ccinp) Soit la suite réelle (a,) définie par ag =a; =1 etVn > 1, apy1 = ap + LT
n

1. Montrer que pour tout n € N*, 1 < a,, < n?.
2. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Y a,x".

3. En déduire une équation différentielle d’ordre 1 vérifiée par la somme S de cette série entiére et calculer

S (x).

Solution de 1’exercice:
1: Initialisation: Onal <a, <n?pourn=1etn=2.
Hérédité: (récurrence double) Soit n > 1 vérifiant 1 < a,,_1 < (n — 1)2 et 1 <a, <n?

2(n—1)>
an_1§n2+M

<n?4+2(n—1)<n’+2n+1= 1)?
e e <n*+2(n—-1)<n*+2n+ (n+1)

On aalors 1 <aq, <a, +

donc Vn, 1 < a, < n?.

2: On sait que si 0 < b, < ¢,, le rayon de convergence de Y b,x™ est supérieur ou égal a celui de > ¢,z"

De plus > z" et > n%z"™ ont méme rayon de convergence égal & 1 (la multiplication par n ne change pas le rayon
de convergence) donc le rayon de convergence de > a,z™ est 1.

3: e Equa diff vérifiée par f:

Pour n >0, (n+2) apie = (n+ 2) api1 + 2ay,.

Si x| < 1, les séries Y a,z" et > na,z" convergent et (n + 2) a, 22" = (n + 2) apy 12" + 2a, 2"

+o0 +oo +oo
On en déduit que > (n+ 2) api02™™ — > (0 +2) ap1z™™ =2 > a2t = 0.
n=0 n=0 n=0
+00 +o0o
On peut dériver terme a terme sur |—1,1[ et S’ (z) = > na,z" ' = > (n+ 1) ap12™
n=1 n=0

+o0o +o00o +o00o
donc Y (n+2)apy22™™t =5 (x) —ary et >, (n+1)ap12"™ =25 (x) et Y. a2 = S (x) — ay donc,

n=0 n=0 n=0
pourz € |—1,1[ et S’ () —a; — (25" (z) + (S () — ap)) —22S5 (z) = 0soit (1 —z) 5" () — 2z +1)S(x) =0: (E).

—2r—1 =2 3
e Résolution de (F) : Posons a (x) = ’ e = —2— —— qui admet
l1—x 11—z 11—z 1—x
comme primitive A (z) = —2z —31n (1 — z).
—2x
Il existe donc A € R tel que Vz € |—1,1[, S (z) = Ae e 3n(1-2) = )\(16—)3.
—x
6—2x
Comme S (0) =ag =1, S (z) = —.
1-2)

Commentaire: On pourrait tirer une expression de a,, en développant I’expression obtenue (avec un produit de
Cauchy).

Exercice 8 (Mines ponts) Soit a € |0;1] et f : R — R.
Dans les question 1,2, et 3, on suppose que [ dérivable telle que Vr € R, f'(x) = f(azx).

1. Montrer que f est de classe C* sur R.
2. Exprimer f™(z) pour n € N et v € R a laide de f.

3. En déduire que f est développable en série entiére Sur R.



4. Déterminer toutes les fonctions f : R — R dérivables telles que Vx € R, f'(z) = f(ax).

Solution de 1’exercice: 1: La fonction f est dérivable donc continue sur R
donc = — f(ax) = f'(z) est continue sur R. donc f est de classe C' sur R.
Soit n € N*. Supposons que f est de classe C" sur R.
Alors z — f(az) = f'(z) est aussi de classe C™ sur R donc f est de classe C"™ sur R.
Donc pour tout n € N, f est de classe C" sur R donc f est de classe C'*° sur R.
2: Pour z € R, on f'(z) = f(ax) donc f"(x) = af'(ax) = af (a*x).
On continue: f”(z) = a x a®f' (a*x) = a'*2f (a®x) et fW(2) = a'*2a®f' (a®x) = a'T2H3f (a’z).

n(n—1)

Supposons, pour n € N*, qu’on ait Vo € R, f™(z) =a~ 2z  f(a"2).

x a"f' (a"x) = a5 f (a™1x).
On a montré pa récurrence que Vn € N*, Vo € R, f)(z) = a5 )f (a"x)
et comme on a fO(2) = f(z) = a7 f (a®z), la relation précédente est vraie pour n € N.

3: Soit # € R. La fonction, f étant continue sur le segment [0, z| (ou [x,0]) elle y est bornée.
On pose M = || fII5 et My = || 0 ]|57

n(n—1)

En dérivant cette relation, on a f"*Y(z) = o~ 2

Pour n € N, on a |f(z) — kz l(c' )z < M“gﬂ'f:ﬁ‘ i (Taylor Lagrange)
=0 :
Or fr+0(t) = e (a™'t) et a™t € [=b;b] sit € [0, 7] car |a| <1, ona |fFI(t)| < a"5 M.
n+1 n
Or lir+n =0 (car x—' est le terme général de la série exponentielle) et lim,, o a 5% 20 car la| < 1.
n—+oo M. .
0 £ ()2 +o0 £(R) () 2k
D’ou ngrfoo fx) — k;[) % = 0 donc Vz € R, f(z) = k;o% donc f est développable en série
entiére. -
n peut préciser ce développement car. =a 2z , donc
o) 6ci dével ®(0 0),d

OOkkl

Vz e R, f(z) = ()Z“ =

4 D’apres la questlon precedente si une fonction f vérife les conditions, il existe A € R tel que Vx € R, f(z) =
+00 k(k 1)

A Z o 22 (Q1,2 et 3 forment une analyse)

k(k—1)
Gk+1 _
k! = h
Par la regle de D’Alembert, le rayon de convergence de Z,@O apr® est R = +o0.
400 k(k—1)
La fonction z — \ ) +——*% i;,“’k = f(x) est donc définie et de classe C*° sur R. et par dérivation terme a terme,
k=0

Q41
ag

=0

>0, on a

Réciproquement, Si on pose ap = &

+1 donc, comme 0 < a < 1,limg_, 4

o0 k(k 1) k. 1 —+o00 k(k+1) k “+o00 k(k—1) (am)k

Vz R, f(x —/\Z —)\Z - Az%zﬂam).

k(k;l):k(k;1)+k

+oo  k(k—-1)

Les solutions sont donc les fonctions z — A > "if—,gﬂk avec A € R quelconque.
k=0 '

(L’ensemble des solution est donc une droite vectorielle).



