Lllndi 8 jU.iIl 2026 (fonctions de plusieurs variables)

Exercice 1 Déterminer les extrémums de (z,y) — y (22 + (In (y))Q) sur R x RY.

Solution de I’exercice: Posons f (z,y) =y (z* + (In (y))Z)
1: Remarque.
On a ligrrl f(0,y) = +o0 donc f n’admet pas de maximum global.
y—-+oo

2: appliquation du théoreme sur les points critiques.

a: La fonction f est de classe C* sur R x R,

b: ensemble R x R* est une partie ouverte de R?: on pose g (z,y) = y alors R x R* = {(z,y) € R? g (z,y) > 0}
avec g fonction continue donc R x R’ est une partie ouverte de R?.

Un extrémum local de f est donc nécessairement atteint en un point critique de f.
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2: Etude des points critiques

a: Etude du point (0,1): On a f(0,1) =0 et f (z,y) > 0 donc f admet un minimum global en (0, 1).

b: Etude du point (0, e?):

Premiére méthode: Utilisation de la Hessienne:

& (z,y) = (0,1) ou (z,y) = (0,e7?).

2y 2 2072 0
Hy (z,y) = o 2ln (y) +1 | donc H; (0,e72) = ( 0 —9¢2 >
Y

Onasp(Hy) = {262, ;—22} donc H; admet une valeur propre strictement négative et une valeur propre strictement
positive donc n’admet pas d’extremémum local en (0, e2).

Autre méthode: Posons A (h, k) = f (h,e 2+ k) — f (0,e72) = (e 72+ k) <h2 +(In(e72+ k:))2> — e 2(In(e72))"
On a A (h,0) =2 <h2 + (In (6*2))2> —e2(In(e2))* =e2h% > 0si h 0.

et A0, k) = (e 2+ k)(In(e 2+ k))* — 4e2.

Orln(e?+k)=1In(e?) +1In(1+ke?) = -2+ ke* — % + oo (K?)

donc A (0,k) = (e72 + k) (4 — 4ke? + 2k%e* + op_o (K?)) — de™2
soit A (0, k) = —2k%*e? + oy, (k*) < 0 pour h # 0 sufffisamment petit.
On en déduit que f n’admet pas d’extrémum local en (0,e~2) (point selle).

Exercice 2 (ccinp): Soit ¢ une fonction de R dans R de classe C?. Soit F la fonction définie sur R x R* par
T
0’F 0*F

Déterminer les fonctions ¢ pour lesquelles la fonction F vérifie 'équation e (x,y) + vl (x,y) =0:(E).
Z Y

x
Solution de ’exercice: Soit y > 0 fixé. La fonction ¢ étant de classe C?, x — ¢ (—) est dérivable
Y

F
de dérivée g_x (z,y) = igp’ <§>




0?F
et x +— i(p’ <§) est dérivable de dérivée ) (z,y) = #gp’ (g) . De méme,
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On en déduit que y? (— x,y > < > +2—¢ <—> + <—> " (—) et donc
que y* { - (2,y) + 07 (z,y) | = ¢' ) v A

que F vérifie (€) si et seulement si V¢ € R, (1 + t2) ¢” (t) + 2t¢’ (t) = 0 : (e) car lorsque (x,y) varie dans R x R*,
z prend toutes les valeurs dans R.
)

A
donc F' vérifie (£) si et seulement si I\ € R, Vt € R, ¢ (t) = Ae~ (1) — e

et donc F vérifie (£) si et seulement si 3 (A, ) € R Vt € R, ¢ (t) = Narctan (t) + p.

Exercice 3 (Ccinp) On s’intéresse auz fonctions f de R* dans R de classe C* vérifiant

0 0
(‘3_£ (x,y) + 2x—f (z,y) =0.

(B) : ¥ (x,y) € R?, 3

Pour (u,v) € R%, on pose { v (u,v) =u

y (u,v0) = u? + v et F (u,v) = f(z (u,v),y (u,v)).

1. Justifier que Uapplication ¢ : (u,v) — (x (u,v),y (u,v)) est une bijection de R? dans R? et déterminer ¢

oF
2. Montrer que f vérifie (E) si et seulement siV (u,v) € R?, B (u,v) = 0.
u

3. Déterminer les solutions de (E).

Solution de I’exercice:

: 2 B r=u u=ux
1 Soit (a:,y)eR.Onaqﬁ(u,v)—(x,y)(:){ Y =1+ @{ vy —a?

ce qui assure la bijectivité de ¢ et |¢ ™' (z,y) = (z,y — 2?) |

2: Les fonctions (u,v) — x (u,v) et (u,v) — y (u,v) sont de classe C'! donc si f est de classe C! alors F est de
classe C' et (regle de la chaine)
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3: Or — (u,v) = 0 si et seulement si il existe il existe une fonction C' de classe C* telle que V (u,v) € R
u

F(u,v) =C (v).
OrF=fope f=Fog¢ *donc

0 OF
(z, y)+2xa—£(x y) = O@a(u,v)zo.

donc f verifie (E) si et seulement si il existe une fonction C' de classe C"* telle que |V (z,y) € R?, f (z,y) = C (y — 2?).

Exercice 4 (Navale 2018) Soit S la surface d’équation x® — y*> — 2 =1 et P le plan d’équation x + 2y — z = 0.
Déterminer l’ensemble des points M de S tels que le plan tangent a S en M soit paralléle o P.

Solution de ’exercice: 1: Le plan tangent a S d’équation f (z,y,2) = 0 en un point régulier est normal au
gradient de f.
Ici, V (f) (z,y,2) = grad (f) (z,y, 2) = (2x,2y, —1) # 0 donc tout point est régulier.
Un vecteur normal & P est 7 = (1,2, —1).
Le plan tangent & S en My = (20, Yo, 20) € S est paralléle a P si et seulement si 7 et grad (f) (M) sont colinéaires

c’est-a-dire ssi |z = % et yo =11

Or My e Sdonc z=a2 -y —1= 7 d’'ou M = (2, ,—Z) est I'unique point solution du probléme.

2: Soit myy, le plan tangent a (S) en MO et M = (z,y,2) € R3.
—
Ona M € my, & MoM LV (f) (20,90, 20) < (M0M|V2(f) (azg,yo,zo))



Exercice 5 (ccinp 2018) Soit f la fonction définie sur R? par f (v,y) = 2 + 2%y + ¢*
1. Montrer que f admet un point critique mais n’y atteint pas d’extremum local.
2. Soit D = {(z,y) € R?, 2% + y? < 1}. Justifier que D est une partie fermée de R?.

3. Montrer qu’il existe (xo,yo) et(x1,y1) appartenant o D tel que ¥ (x,y) € D, f(xo,y0) < f (z,y) < f (z1,y1).
Donner la valeur de f (xg,y0) et f(x1,11). (on pourra considérer ¢ : t — f (cos(t),sin(t))).

Solution de I’exercice:
1: La fonction f est définie et de classe C'* sur Pouvert R? donc si f admet un extremum en (z,y) alors (z,y) est
un point critique de f.

af 0f _ 50 of of\ _ _
Onaaxf2x+2$yet Gyix +3y.OnadonC 8x’8y —(0,0)@(1‘,?;)—(0,0)

Remarque: le passage par la hessienne ne permet pas de conclure car 0 € sp (Hy (0,0))

Or f(x,y) = 2?2 (y+1) + > donc f(0,y) — f(0,0) = y* qui change de signe en y = 0 donc f n’admet pas
d’extrémum local en (0,0).

2: L’ensemble D est fermé car D = {(z,y) € R?, h(z,y) < 0} avec h(z,y) = 2> + y* — 1 qui est continue.

3 Soit g la restriction de f a D.

e L’ensemble D est borné.(c’est la boule unité pour la norme usuelle) et fermé et g est continue donc g admet un
maximum et un minimum, ce qui répond & la premiére partie de la question.

e Posons O = {(z,y) € R?, 2? + y> < 1} = {(x,y) € R?, h(z,y) < 0}.

a: recherche des extrémum locaux dans O:

L’ensemble O est ouvert car h est continue donc, g admet un extremum local en (z,y) € O alors (z,y) est un
point critique. La premiére question entraine que f n’admet pas d’extremum local dans O.

On en déduit que le maximum et le minimum de g sont atteint sur C' = {(z,y) € R? 2% + y? = 1}.

b Recherche des extrémum sur C'.

Soit (z,y) € C. 1l existe ¢t € R tel que (x,y) = (cos (t),sin (t)).
Onag(z,y) = 2%+ y (2 +4?) = a® + y — cos? (£) + sin (1) = o (1).

On a ¢’ (t) = —2sin (t) cos (t) + cos (t) = cos (t) (1 — 2sin (1))

T T om 3T

On en déduit les variations de ¢: . ! 0 6 2 6 2 2m

v ] |/ N / N %
1 1
Or ¢ (E> = (5_7T> = 5 donc le maximum de ¢, donc de f est g et est atteint en (?, 5) et (\/_E __)_

6 6 4 27 2

3
De méme, ¢ <g) = <77r) = —1 donc le minimum de f est —1 et est atteint en (0, —1).

ZL’4

Exercice 6 (Mines Psi 2015) Soit H la fonction de R? dans R définie par H (x,y) = el
Ty

et H(0,0) =0.
Montrer que la fonction H est continue sur R%. Est-elle de classe C'?

si (x,y) # (0,0)

Solution de I’exercice 1: Continuité:
e Les fonctions (x,y) — x et (x,y) — y sont continues donc la fonction H est continue sur R?\ {0} d’aprés les
théorémes sur les opérations sur fonctions continues.

e De plus, si x # 0 alors |H (z,y)| < z y|

donc . 1)1H%0 0 H (z,y) = 0 donc H est contlnue en 0.

2 Les fonctions (z,y) — z et (z,y) — y sont de classe C' donc la fonction H est de classe C' sur R?\ {0} d’aprés
les théorémes sur les opérations sur fonctions de classe C*.

3

= |y| et cette inégalité est aussi valable pour z = 0.



o0H By OH P
Ona 2 (z,y) =4——7 ot 0 e
Oz (x* +y?)° Oy
3 Existence de dérivées partielles en (0,0):
H (z,0) — H (0,0 H(z,0)— H (0,0
G020, H @0~ HO.0 (2,0) ~ H (0,0
x

= 0 donc lim, o donc x — H (z,0) est dérivable en 0
T

H H
de dérivée 80—x (0,0) = 0| De méme 88_3/ (0,0) =0}

oOH
Montrons que la fonction B n’est pas continue en 0.
)

Onadonchmaa—H(x 0)*1#8—]_—](0 0).
Y

0H
On en déduit que B n’est pas continue en 0 donc que H n’est pas de classe C*.
Y

Exercice 7 (CCINP PSI 21) On cherche une fonction f de R dans R continue vérifiant la condition:

V(z,y) € R f / f@)dt: (E)
1. Résoudre, suivant la valeur du réel ¢ I’équation y" — cy = 0.
2. Soit f une fonction f de R dans R de classe C*. Soit F : fw+yf dt. Montrer que F' est de
PF  O*F
classe C? et préciser e W
3. Soit f une fonction f de R dans R continue vérifiant (E).
Déterminer f (0).

Justifier que f est de classe C* sur R et calculer f" (x) f (y) — f (x) f" (y).
En déduire les solutions de (E).

Solution de ’exercice:
1: Les solutions sont les fonctions

A prsic=0
x +— < Acosh (y/cx) + psinh (y/ex) sie > 0: (%)
A cos (\/—cx)—l—,usin( —cm) sic>0

ol A et u sont des réels quelconques.

(%) on préfere écrire les solutions avec ch et sh plutot qu’avec des exponentielles pour une raison qui apparitra
dans Q3 (synthese)

2: Soit u une primitive de f. On a F (z,y) = u(z +y) —u(x — y). La fonction f est C! donc g est C* donc F
est C? et

(z,9)=¢ (@+y)—g (x—y)=f(x+y)— f(z—y). On en déduit que

32
oo OF o*r , O*F  0*F
Dememea—y—f(ery)Jrf(x—y)eta—yQ—f(:z:+y)—f(x—y)doncﬁ—a—y2_0

3: e En prenant = y = 0 dans (F), on obtient | f (0) =0|.

e Si f est la fonction nulle, alors f est de classe C?.
e On suppose que f n’est pas la fonction nulle: Montrons que f est de classe C?:
4




Soit y € R tel que f(y) #0. On a donc Vx € R, f (x nyf

Soit u une primitive de f. On a fmxjyy f@)dt=u(z+ y) —u (x — )

donc z — f;jyy f (t) dt est dérivable de dérivée z — v/ (x +y) —u' (z —y) = f (x+y) — f (x — y) qui est continue
1

donc f est de classe C* et f'(2) = —— (f (x +y) — f (x —y)) donc f’ est de classe C' donc f est de classe

(y)
C2.
O°F 02

o L'égalité I (z,y) = f () f (y) entraine que FroRar ) =f"(z) f(y) — f(x) f" (y). On déduit de Q2 que

V(z,y) e R f" () f(y) — f () [ (y) =0: (E).

e La fonction nulle est solution de (F).

"
Supposons f # 0. Soit y € R tel que f (y) # 0. Posons ¢ = )

f)
Ve e R, f" () —cf (£) =0

On déduit de (E') que

En utilisant Q1 et le fait que f(0) = 0, on obtient (suivant la valeur de c) les fonctions de la forme f =z — pz
ou f: x> psin(az) ou f: z — psinh(ax) avec p € R et @ > 0 quelconques (on a posé o = /—c si ¢ < 0 ou
a=/csic>0).

Synthése:

f = 0 est solution. Dans la suite, on suppose f # 0 donc p # 0 et a > 0.

Premier cas: ¢ = 0: on a f (z) = pz donc f (z) f (y) = plxy et fijy ft)dt=p ((x J;y) _ @ —2y) ) = 2uxy

donc f est solution si et seulement si u? = 2y soit u = 2.
Deuxiéme cas: ¢ > 0: on a f (z) = psin (ax)
2

donc f (z) f (y) = p?sin (ax) sin (ay) = % (cos (a(x —y)) — cos (a(x +vy)))

et f psin (ax) dt = Z( cos (o (x +y)) + cos (a(z —y))).

2

donc f est solution si et seulement si BB it = —

2
Troisiéme cas: ¢ < 0:on a f (z) = gsinh (ax)
2

1

on a f (z) f (y) = p?sinh (ax) sinh (ay) = — (cosh (a (z + y)) — cos (a (z — y))) car

‘ ‘ et — g0 eb - e—b 6a-i-b + e—a—b eaL—b + e—a-i—b 1
sinh (a) sinh (b) = 5 5 = 1 — 1 =3 (cosh (a + b) — cosh (a — b))
et fijy psinh (ax) dt = n (cosh (a (x + y)) — cosh (a (z — ¥)))
o

2
donc f est solution si et seulement si % — £ soit = —
!

2
Conclusion: Les solutions sont la fonction nulle, z — 2z, 2 +— —sin (ax), z — — sinh (ax) avec @ > 0 quelconque.
a a

Exercice 8 (Mines télécom) Soit f la fonction définie, pour (x,y) € R?, par

f (z,y) = arctan (x) + arctan (y) — arctan (f Ty ) :

1. Déterminer l’ensemble de définition D de la fonction f.

2. Montrer que f est de classe C* sur D et calculer ges dérivées partielles.



3. Déterminer la valeur de f.
Solution de 1’exercice:

1. On a D = {(z,y) € R? zy # 1} (faire une figure). On remarque (admis) que D est la réunion de 3
ouverts convexes disjoints D; = {(:B,y) ER?2, x>0ety> %}, D, = {(x,y) cER%2, z<0ety< %} et Dy =

D\(D; U Dy).
2. Les théorémes sur les opérations sur les fonctions de classe C' entrainent que f est bien de classe C*
9] 1 1 1—ay— 1 1+ y?
sur D et _f(%y): . L y(x2+y): . +y o
Ox 1+ 1+<;1;+y> (1 —zy) I+22 (1—xy)”+ (v +vy)
1—2ay

0 0
(1 —2y)’+(z+y)° = 222 +22+12+1 = (3> + 1) (2> + 1) donc a—f (z,y) = 0. On a de méme 8_f (x,y) = 0.
Z Y
3. Soit ¢ € {1,2,3}. L’ensemble D; est un ouvert (défini par inégalités stricts)
et Dy et Dy sont convexes (voir exercice dont ’énoncé est en fin de feuille).et V (f) = 0 donc f est constante

sur D; et sur D,.

2
-Siz>1, (z,x) € Dy, f(x,z) = 2arctan (z) — arctan (1—I

— x2) —4too ™done V (z,y) € Dy, f(z,y) = 7.

- De méme V (z,y) € Dy, f(z,y) = —.
- Pour Dg, il y a une difficulté supplémentaire car D3 n’est pas convexe.
Par contre, si (x,y) € D3 alors

- le segment [(z,0), (z,y)] est compris dans Dj et g—f = 0 donc f (z,y) = f (z,0)
Y

- le segment [(z,0),(0,0)] est compris dans Dj et % = 0don f(x,0) = f(0,0) donc f(z,y) = f(0,0)
f(a)=f((0,0)) f(a) = f((0,0)) f (a) = f((0,0))et en adaptant la démonstration du cours, on montre que
f(a)= f((0,0)) donc f est constante sur Ds.

Or f(0,0) =0 donc Y (z,y) € Ds, f(x,y) =0 (soit arctan (z) + arctan (y) = arctan <1x +y >)
— 1y

Exercice 9 (centrale) Soit la fonction f : R*? — R définie par f(r,y) = %zfm(x) si (z,y) # (0,0) et
£(0,0) = 0.

1. f est-elle continue sur R? ?
2. Calculer les dérivées partielles de f sur R®2\{(0,0)}. La fonction f est-elle de classe C* sur R*\{(0,0)} ?

3. La fonction f admet-elle des dérivées partielles en (0,0) ? Si oui, les calculer.

4. La fonction f est-elle de classe C' sur R? ?

Solution de I’exercice:
1: La fonction f est continue sur R?\ {(0,0)} (th opérations).

2
Utilisons l'inégalité de Taylor-Lagrange a 'ordre 1 en @ = 0: [sin (z) — z| < %

Ona|f(x.y) — £(0.0)] = rsin(y) — ysin(z) (wsin(y) — zy) — (ysin(z) — zy) ’ z (sin(y) — y) — y (sin(z) — z)

ﬂfz—l—fy? I'2+y2 l’2+y2
i - ' — Uil a?
Fy) - £0,0)] < [2ER0) ~9)| | |y (sin) =o)) el Wy et
$2+y2 x2+y2 x2_|_y2 x2+y2 9
|z + [yl

est continue de limite 0 en (0,0) donc lim f (z,y) = f(0,0) donc f est continue

z,y)—0

La fonction (z,y) —

en (0,0). 6



e af _ siny —ycosw rsiny — ysinx af B
2: Si (x,y) # (0,0) alors Pz (x,y) = R 2z 21 ) t % (z,y) = —
qui sont continues sur R?\ {(0,0)} (th opérations) donc f est de classe C' sur R?\ {(0,0)}.
x—0

sinx — x cosy
2?2 + y?

rsiny —ysinx
(a2 +12)°
3: On a f(z,0) = 0 donc

=0 —,_00. On en déduit que % (0,0) = 0.
T

0
De méme 8_f (0,0) = 0.
Y
4: Onasiny =y + O, 0 (y*) et cosz =1+ O, (2?). On en déduit

af iny— T rsiny—ysinx y+Oy—0 y3 —y(1+0z—0 x2 z(y+O0y—o y3 —ylxz+0y—0 z3
O (o,9) = Sntrpeme _ gpesinyysns _ 11O u(P)u000l ) g, (0t Oumal®)) sl 0rnle?)
8f Oy—0(y?)—yOu—_o(z? 20y _0(y®)—yOy_o(z3
oz (z,y) = — ol x)2+y2 o) — 20— 0((x2>+y2)5 o) = (2y)—(0,0) 0
ar exemple, si x X 0, (22 + 12 =gty 2222 4+ y* > 22%y% > 0 donc
b p Y
220 o (3 220,013 : .
(i§+y0£)y2 ) < 022229 ) _ Oy—0 (¥) = (24)—(0,0) 0 et les autres termes s’étudient de la méme manieére).
0 0 0
On en déduit que (z,yl)iir%o,o) 8_£ (x,y) =0= 8_£ (0,0) donc a—i est continue en (0,0) donc sur R2.
0
De méme pour 9f donc f est de classe C* sur R2.

dy

Exercice 10 Soit I un intervalle et f : I — R une fonction convere. On pose C' = {(x,y) € [ xR y > f(z)}.
Montrer que C' est conveze.

Solution de D’exercice: Soit (a,b) et (a’,V’) des éléments de C' et t € [0,1]. Montrons que t(a,b) +
(1—1)(a,V) € C.
Onat(a,b)+ (1 —1t)(a,V)=(ta+ (1 —t)d, tb+ (1 —1t)V).
Orth+ (1 —t)b' >tf(a)+ (1 —1t) f(a') > f(ta+ (1 —t)d’) car (a,b) et (a’,V') sont dans C' et f est convexe.
On a donc bien ¢ (a,b) + (1 —t) (¢’, V') € C.
Remarque: Un exercice classique porte sur ’équivalence:
Soit I un intervalle et f : I — R une fonction convexe. On pose C' = {(z,y) € xR y > f (2)}.
Montrer que f est convexe si et seulement si C' est convexe.



