Mardi 9 juin 2026

Exercice 1 On dispose d’une urne contenant trois jetons indiscernables numérotés de 1 a 3.

On effectue des tirages indépendants avec remise d’un seul jeton a la fois. On note :

- Y le numéro du tirage pour lequel on a obtenu pour la premiére fois dans I’ensemble des tirages réalisés deux
numéros différents.

- Z le numéro du tirage pour lequel on a obtenu pour la premiére fois les trois numéros.

1. Déterminer la lot de Y .

2. Identifier la lov de Y — 1.

3. En déduire B(Y) et V(Y).

4. Déterminer la loi du couple (Y, 7).

5. En déduire la loi de Z ainsi que E(Z).

Solution de ’exercice: 1: On a Y () C (N* U {+00}) \{1} par construction.

Pour £ > 2, en notant N; le numéro du jeton obtenu au tirage i, ona (Y = k)= (J (N1 =a, -+, Ny_1 = a, Ny # a)
1<a<3
Ces événements étant incompatibles et que les N; sont indépendantes par hypothése et suivent toutes la loi uni-

k—1

forme sur [[1;3]], P(Y =k) =3 <H P(N; = )) (N #b) = 5.

o 1:-1 . e 6N 1 6 1
On a (Y # +o00) = kU2(Y = k) (union disjointe) donc P(Y # +o00) = Z F =3 Z 7T =5 X T7m =
On en conclut que P(Y = 4+00) = 0 (il est presque str d’arriver a avoir deuX numéros différents
2: D’apres la question précédente, (Y —1)(€2) = N* et Vk € N P(Y — 1 = k) = 527 = 2 x (%
suit la loi géométrique de parametre %
3: Dapres le cours, E(Y) =E(Y —1)+1=3+1=2et V(Y)=V(Y - 1) = % =32,
40nasi2<k<n,
Y =FkZ=n)= U (Ny=a, -+ ,Ny_1=a,Ny =b,Nyy1 #¢,...,Npy_1 # ¢, N, =¢)

1<a,b,c<3 et a,b,c deux a deux distincts

1 k+1 2 n—k—1 2n—k
Il y a 3! =6 choix de (a,b,c) donc P(Y =k, Z =n) =6 % <—> (—) =

3 3 Jn-t
n—1
5 Par construction, Z(2) C (N*U {4+00})\{1,2}. Pour n > 3,(Z =n) = |J (Y = m,Z = n) (réunion incom-
m=2
patible)
n-l1 n—m n—l1 n—2 n—2 1—(1/2)"—2 n—1_
dODC P(Z = n) = - 2371__1 - - gn_1 2m1—2 — gn_1 X 1(7(/1/)2) - 23n—12'
2 . Foo T gn—1_9 4 QRS 277 3
On en déduit que (Z # 4+o00) = L_Jg(Z =n) donc P(Z # +o0) = D =il POY 3ﬂ
On a donc P(Z # +00) = § m —2x m =3—3=1doncP(Z =+00) =0 (11 est presque str d’arriver
a avoir les trois numéros).
+oo _
> nP(Z = n) converge car, par croissances comparées, nlP(Z = n) = nTénle = 0(s5). Ainsi, E(Z) =
n=3
=2 2n"1—2
Zgn]P)< ) Z N=—p= 3n—1 -
Or, pour tout = € |—1; 1], Z 2" = - —1—2z—2? donc en dérivant la série entiére terme a terme dans l'intervalle

ouvert de convergence,



+o00o
ona y na" =gl — 12z

n=3
*oo n—1 Teo n—1
OnaB(z)= L n(3)"" ~25 n(})"", donc B(Z) = reghs — 1~ 22/3) =2 (=gl — 1 - 20/3)) = 5.

Exercice 2 (ccinp) On pose, pour x réel et n € N, (x) = 2" sin (rz) et Z,, = fol " sin (x) dx.

1. Etudier la convergence simple de la série de fonctions Y u, sur [0,1] et préciser la somme

.
2. Montrer la convergence de I = 01 T (m2) dx
-
+00 o
3. Montrer que la série ) I,,.converge et montrer que ) I, = [, Smx(x) dr.

n=0

Solution de I’exercice:
1: esi 0 < x < 1 alors u, (z) = sin(7mz) x 2" qui est géométrique de raison = donc ) u, (z) converge et
T sin (7x)

> un (@) = 3

n=0 - .
e si x = 1 alors u, (1) = 0 donc ) u, (1) converge.et > u, (1) = 0.
2: L’intégrale I = 1 sin (my)dm est convergente:
-
i h —sin (7h —mh

Soit f : x sin (m x) est continue sur [0,1] et f(1+h) = sin (r + 7h) S (mh) ~r " — 7 donc la

1-x —h —h —h
fonction x — s11n(—7rx) est prolongeable par continuité en = = 1.

3: e Premier essai: convergence normale: Pas évident |u, ()] < 2" < 1 ne marche pas.

e Deuxiéme essai: convergence de Y fol |u, (z)] do: Pas évident fol |y, ()| dz < fol "dr = [ ne marche pas.
n
e Troisiéme essai: on essaye d’intervertir en passant par les suites de fonctions et le théoréme de convergence
dominée: ‘
n sin (mx
Pour = € [0, 1], posons S,, () = > u, (x) et S (x) = . (m )
k=0 -

(H;) Les fonctions S, et S sont continues donc CPM sur [0, 1].
(Hs) La suite de fonctions (.S,,) converge simplement vers S sur [0, 1].

1— n+1
(Hs) On a S, (z) = sin (7x) 1—I

—x

Or sin (mz) = sin (7 — 7x) et VZ € R, [sin (u)| < |u| donc [sin (7 — 7z)| < 7|1 — |
On en déduit que |S, (z)] < 7|1 — 2" < 7 car z € [0, 1[.
La fonction ¢ : x — 7 est continue sur [0 1] donc intégrable sur [0, 1].

On en déduit que liIJIrl fol Sy (z)dr = fo r)dx
Or, par linéarité de I'intégrale, fol S (x)dx = Z fo uy (z) dr = donc la série Z I}, converge et a pour somme
k=0

fol S (x)dx.

~ . . 1_
On a donc Z I = fol S (z)dx = 01 S (Wx)dx - 01 de

11—z 1—2z
i t
Or [, ! udw = 01 ww par le changement de variable C! et bijectif z +— 1 —x
—x
1 sin (7t) - sm( )

dt = du, ce qui donne le résultat demandé.

et en posant u = 7t, on a [;

Exercice 3 (mines télécom) Soit un espace probabilisé (2, T, P) et A et B deux variables aléatoires indépendantes
qui sutvent une méme loi géométrique de parameétre p. Déterminer la probabilité que toutes les solutions de
I’équation différentielle (E,) : y" + (A(w) — 1)y + B (w%y = 0 tendent vers 0 en +o0.



Solution de ’exercice: On a A(Q2) = B(Q2) = N* donc A et B sont supérieures ou égales a 1.
Soit 1 et 73 les racines complexes (comptées avec multiplicité) de 'équation caractéristique (eq) : 7+ (A (w) — 1) r+
B (w) = 0.
OnaX?+ (A(w)—1)X + B(w) = (X —r1) (X —ry) donc 7175 = B > 0 donc 7, et ry sont non nulles et de
méme sigen.
Deetri+r=1-—A<0.
e Si A>0,onarir, =B >0 donc r; et ry sont non nulles et de méme signe et r; +17, =1— A < 0.
doncri <0etry <0
Les solutions sont x — Ae™* + pe™* de limite 0 en +o00.
e Si A =0, o0ndoncar<D0.

Les solutions sont = +— € (A + px) de limite 0 en 400 par croissance comparée.
1—A
e Si A < 0. Posons r; = a +ib avec (a,b) € R:. On a a = Re(r;) = —

Les solutions sont x +— e (A cos (bx) + psin (bx)).
- Sia <0 (cest-a-dire A > 1) alors les solutions sont de limite 0 en +oc.
-Sia > 0 (cest-a-dire A = 1) donc a = 0, en prenant A = 0 et up = 1 et f : & +— cos(bxr) veérifie

2n
f Tﬂ =1 -+ 0 donc les solutions ne tendent pas toutes vers 0 en +o0.
n—-—+00

Conclusion: La condition n’est pas vérifiée si et seulement si (A < 0)N (A =1).
L’évenement cherché C' est donc C'= (A < 0)N (A =1).

Or A (w) = (A (w) — 1)* — 4B (w) donc (A = 1) = (A < 0). On en déduit que C' = (A = 1).
Or P(A=1)=pdonc P(C)=1—p.

1 +oo
Exercice 4 On pose u, (v) = ﬁ et S(x) = > u,(z). Montrer que S est définie et de classe C*™ sur
+ nx n=0

10, +o0].

Solution de I’exercice: Soit a > 0.
Appliquons le théoréme de dérivation terme a terme version C* sur l'intervalle [a, +o0].
(Hy) : ¥n € N u, est C* sur 'intervalle [a, +00[.
1
Hy):Onauwu,(z)=———
() @)=

Par récurrence immédiate, u';) (z) = (=1)F (k +1)!n* (1 + na)

= (14 nz)~? donc o/, (x) = —=2n (1 + nx) ">,

—(k+2) _ (=D" (k+ D)ln
(1 +nx)k+2

k k
(k) ’ < (k + 1)'n < (k | n
Up ()| < ————— < (k+1)———.
(@) (14 na)**? (k+1) (14 na)**?

nk (k+1)! ' .
(1 + na)**? < ~ 3,z donc par comparaison de SATP, [

On en déduit que Vk € N, la série de fonctions ) | ulh) converge normalement donc uniformément sur [a, +oo[ avec
a > 0 quelconque donc S est de classe C'™ sur |0, 400].
(la convergence uniforme entrainant la convergence siimple, inutile de reprendre la convergence simple)

Or si z > a alors

Donc ||un||£i’+°°[ < (k+1)! converge.

Exercice 5 (Mines ponts)

1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-espace vectoriel de E. Montrer que F' est fermé.

p. 1
2. Soit A € M, (C). On pose exp,(A) = > EA’“. Montrer que la suite (exp, (A)) converge (on note
k=0 K

exp (A) la limite).

peN

3. Montrer que exp (A) est un polynéme en A.

4. Euxiste-t-il un polynome P tel que pour tout A € /\g‘” (C), exp(A)=P(A)?



Solution de ’exercice

1: Soit (x,) une suite de F' qui converge vers x. Montrons que z € F.

Le sous-espace I’ admet un supplémentaire G dans FE.

Soit p la projection sur F' parallelement a G.

Premiére méthode: On a p(x,) = x, et I'application linéaire p est continue car E est de dimension finie. On en

déduit que p (z) = = donc que x € F.

Deuxieme méthode: On a

2: Posons A* = (a;; (k)), m = max |a; ;| et my = max|a;; (k)|.
n n

On a |a;; (k)] = |> aay; (k—1)| < > laga; (k—1)] < n xm x mg On en déduit par récurrence que
=1 =1

my < n” im|

Posons exp, (4) = (m;; (p)). On veut montrer que pour tout (i, j), la suite (m;; (p)), converge.

Poa; i (k . (K
On remarque que m; ; (p) = > ¢ ka ) Il suffit donc de montrer que la série > a ]k:'( ) converge.
k=0 . .
ey k k—1,.k k k i k
Oor |2 ]k;f ) < n k'm = %(nZ'L) et Y % converge (série exponentielle) donc a série ) &Jk—'() converge
absolument.

On en déduit que la suite (exp, (A))p converge.

3: L’ensemble I’ = vect (Ak, ke N) est un sous-espace vectoriel de M,, (C) qui est de dimension finie donc F est
fermé.

Pour tout p € N, exp, (4) € F' donc exp (A) € F' donc exp (A) est un polynéme en A.

4: Supposons qu’il existe P polynome tel que pour tout A € M,, (R), exp (4) = P (A).

po1 po \F
Si A= A, alors A* = A*I,, donc exp, (4) = Y. = N[, = (X = | I, — e, =diag(e,...,e") et
P k=0 k! k=0 k! p——+00
P (A) =diag(P(\),...,P(\)).
P(A
On a donc YA € R, P ()\) = ¢*, ce qui contredit le fait que lim ()

Aotoo e
Il n’existe donc pas de polynome P tel que pour tout A € M,, (R), exp (4) = P (4).

= 0 (par croissance comparée).

Exercice 6 (Mines ponts)
Soit E = C*([0;1],R). Pour f € E, on pose T(f) = % (f (%) + f (xT“))

1. Montrer que T définit un endomorphisme de F.

2. Pourn € N* z € [0;1] et f € E, donner une expression de T"(f)(x) sous forme de somme.

3. Déterminer la valeur de lim T™(f)(0).

n—-+o00o

4. Trouver de méme, pour x € [0;1], la valeur de lirf T(f)(x).

FEtudier la convergence uniforme de la suite de fonctions (T™ (f)).
5. Montrer que 1 est valeur propre de T et déterminer E1(T).
6. Soit k € R tel que |k| > 1, est-ce que k peut étre valeur propre de T ¢
7. Pour f € E, calculer (T(f))". Déterminer Ey5(T)

Solution de ’exercice:
1: o Si f € E, par opérations, comme x — § et x “”TH sont de classe C* de [0; 1] dans [0; 1], la fonction T'(f)
est bien définie et de classe C*° sur [0;1] donc T'(f) € E.
e Soit(f,g) € E? et A € R. Pour tout = € [0;1] on a T(Af + g)(z) = 1 (Af+9) (%) + (A +g) () =
4



5 (F(5)+ 7 (5) +5(9(5) +9(55)) ce qui donne T(Af + g)(x) = AT(f)(x) + T(g)(x) donc T(Af + g) =
AT(f)+T(g) :T est un endomorphisme de E.

2: Pour f € E et z € [0;1], T*(f)(x) = T(T(f))(x) = 5 (T(f) (5) + T(f) (%5*)) et, par définition de T'(f), on a
(@) =5 GUEHER) +3(FER) D) =1 (5) tgf_lel) () T (552),
Montrons par récurrence que Vn > 1, Vf € E, Vo € [0;1],T"(f)(z) = 5= > f (%)

e Déjavupourn=1et n=2.
on_1

Soit n > 1. Supposons que Vz € [0,1], T"(f)(z) = 5= Z f (%), Par définition, comme 7" = T" o T', on

211
obtient 7" (f)(z) = T*(T(f))(z) = 5= Z T(f) (%) par hypothese de récurrence puis en utilisant la définition

de T,

on_1 on_1 on—1
ona TN (f)(0) = g 30 (f (55) +/ (95)) = g 2 f(555) + o 3 S (5580).
=0 =0 =0
on_1 2n+171 .
En posant j = k+ 2" dans le seconde somme, on a y. f(ZEE) = Z f (&5%) donc, en changeant j en k et
k=0 k=9on
ontl_g

k).

en regroupant les deux sommes, on arrive bien & T (f)(z) = 52 >, [ (&

o ), cette formule étant méme

Par principe de récurrence, Vf € E,Vn € N,Va € [0;1],T"(f)(z) = & > f (4
k=0

valable quand n = 0 car T°(f)(z) = f(z) = 5 Zio o f (R ) pu1sque T° =idp.

3:.Pour n € N*, posons la somme de Riemann R, (f) = £° Z f(0+ k£2) associée a f : [0;1] — R continue.

D’aprés un théoréme du cours, liril R ( fo t)dt. D’apres Q2., T"(f)(0) = Ran(f). Comme (Ron(f)),en

est une suite extraite de (R,,(f)),cn-» o0 a donc hrf T"(f)(0) = fo f(t)dt

n

4: @ Pour z € [0;1] et n € N,T"(f)(z) — T"(f)(0) = lim > (f (%) — f (%)) donc, par inégalité trian-

oo k—g "
gulaire, |T"(f)(z) — T"(f)(0)] < 5= Z ! f(5E) - f (2n)} Or, par inégalité des accroissements finis, en posant

= [[fll oo 0.1 qui existe puisque la fonctlon /' est continue sur le segment [0; 1] d’apres le théoréme des bornes
atteintes, on a |f ”J;k) f(QW)‘ < - Ainsi, 7" (f)(z) = T"(f)(0)| < 22%76 < Qﬁ
Ainsi, hrf (T™(f)(x) —T™(f)(0)) = 0 donc ngrfoo T (f)(x) = fol f(t)dt
e On peut donc affirmer que la suite de fonctions (77(f)),cy converge simplement vers la fonction constante
c: xv—>f0 t)dt sur [0;1].
Etudions la convergence uniforme:
On a |T"(f)(x) = c(x)| = |T"(f)(x) = T"(£)(0) + T"(£)(0) = e(x)| < |T"(f)(x) = T"(F)O)] + [T"(f)(0) = e(2)]
done |T"(f)(x) = e(w)| < 3 + [T"(£)(0) = Jy F(2)dt|. Ainsi,

I77(f) = ell o) < 3 ~ Jy S0yt et Tim (4
verge uniformément vers ¢ sur [0;1].
5. e Si 1 est la fonction constante égale & 1 sur [0;1],7'(1) = 1 donc, comme 1 # 0,1 est valeur propre de 7.
e Soit f € Fy(T), alors T(f) = f donc par une récurrence simple, on a ¥n € N, T"(f) = f.
Ainsi, Vo € R, f(z) = nl_l)riloo T"(f fo t)dt ce qui prouve que f est constante.
On a donc E4(T") = Vect(1).
6 Soit k € R tel que |k| > 1. Supposons qu’il existe f € E telle que T'(f) = kf.
Par récurrence immédiate, Yn € N, T"(f) = k™ f. Soit z € [0, 1].
Or d’apres Q4 la suite (T"(f)(x)),,cy converge et la suite (k"),, . diverge, ceci impose que f(x) = 0.
5)

_ fol f(t)dtD = 0 donc (T™(f)),,en con-



On a donc f = 0. On en déduit que k£ n’est pas valeur propre de f.

Remarque: Par le méme argument, comme ((—1)"), . diverge, on en déduit aussi que -1 n’est pas valeur propre

7. @ Soit f € E. La fonction f est dérivable donc T (f) est dérivable et on a T'(f) (z) = ; (f' (%) + f/ () =

de T
T(f)(z)

: ()
On a donc T'(f) = 5

1
o Si 5 est valeur propre de T et f € Eyo(T), alors T(f) = é donc

f' € Ey (T) donc f’ est constante. Ainsi, f est une fonction affine.
e Réciproquement, si on pose f : z+ ax + b, alors f € F

T(f)(x) =5 (af +b+a*t +0) =% + (§ +0)
et Vo € [0, 1],{ f(aj) ax b
FERERE:

T(f) = g si et seulement si a + 2b = 0 soit f(x) = b(1 — 2z).

][‘/

On en déduit que F /(1) = Vect(g) avec g : z — 1 — 2z et 3 € Sp(T).

() =

)
2

et T(f') = f' donc



