DM 1, pour le 7/9/26

Probléme
+oo 1
On considére N € N*. Pour tout réel o > 1, on pose ( (o) = > —.
n=1 ne
Pour tout entier p naturel non nul, on pose :
1

VYn € N* u(n,p) =

nn+1)x--x(n+p)

Partie I : Approximation de ¢(2)

1 +00 N +o00o
On pose pour n € N*, up, = —, S =3 up, SN =D up et Ry = Y up.
n n=1 n=1 n=N-+1

nttl 1 1 n 1
Q 1 Justifier que pour tout n > 2, fn i t—2dt < = < fnﬂ t_Zdt,
1
7

1 1
Up <

Lid 1
2 Mont - < —
Q ontrer que Nil Pl _n:%:ﬂ N

Q 3 En déduire un encadrement de Ry ?

1
Q 4 En déduire que |S — Sn| < N

pres.

Pour quelle valeur de N le réel Sy est il une approzimation de S a 10~4

Dans les deux questions qui suivent, on cherche & approcher S en en prenant une meilleure approximation que
Sn.

Q 5 Ezxpliquer pourquoi il suffit de calculer Sigo pour obtenir une approzimation par défaut de S a 10~ prés (Ce
n'est pas Sio0 qu’on choisit comme approximation).

Q 6 Expliquer pourquoi il suffit de calculer Ssy pour obtenir une approximation de S a2 x 10™* prés.

Partie II : Généralités

Q 7 Justifier que la série Z u(n,p) est convergente.

n=>1
+oo
On pose dans toute la suite: o(p) = Zu(n,p).
n=1
Q 8 Calculer o (1).
Q 9 Déterminer (a,b,c) € R vérifiant: Vn € N* ! -2 b 4+
Y ' "nn+1D(n+2) n n+l n+2

Q 10 En déduire la valeur de o (2).

Les deux questions suivantes permettent de calculer 7 (p) sans utiliser de décomposition en éléments simples



Q 11 Pour p > 2 et pour n quelconque dans N*, exprimer u(n,p — 1) —u(n + 1,p — 1) en fonction de p et de
u(n, p).
Q 12 En déduire la valeur de o(p) en fonction de p, pour p = 2.

+o00
1
Q 13 Soient ¢ € N, g > 2. Donner une majoration du reste R(N, q) = E —en le comparant & une intégrale.
n
n=N-+1

Partie III : Un exemple d’accélération de convergence.
Cette partie illustre une question importante lors de ’exécution de calculs par ordinateur: Faire le moins de
calculs possibles pour obtenir une certaine précision permet:

e de minimiser le temps de calcul,

e de limiter 'erreur du a "'accumulation d’erreurs d’arrondis
On cherche ici & acluler une bonne approximation de ¢ (3) en limitant le nombre de calculs.

Q 14 Déterminer trois réels as, by et co tels que pour tout réel x strictement positif et pour tout entier p > 2, on

ait :
1 ag 1)213 + C

 — + .
2 zz+1)(z+2) 2B(x+1)(z+2)

Q 15 Montrer par récurrence Uexistence de trois suites (ay), (b,) et (c,) d’entiers naturels définies pour p > 2

telles que, pour tout réel x strictement positif et pour tout entier p > 2, on ait :

i:i ay n by + ¢y .
wd a(e+l)..(v+k) BE+1)(@+2)...(z+p)

Exprimer api1,bp1 et cprq a Uatde de p, b, et c,.
Q 16 Montrer que : Vp > 2,b, > ¢, > 0.
Q 17 Calculer ay, by, c, pour p = 2,3 et 4.

Dans la suite, on désire calculer une valeur décimale approchée de

o0 1
C3) = 3
n=1
avec une erreur inférieure ou égale a ¢ = 5.107°.
Premiére méthode
N
Q 18 En utilisant la question 13, déterminer un entier naturel N suffisant pour que Z 3 soit une approximation
n=1

de C (3) avec une précision inférieur ou égale a ¢.

Deuxiéme méthode
On pourra admettre que (by, c4) = (50,24) et (ag,as,a4) = (1,3,11).

Q 19 En utilisant la question 13, montrer que
“+oo

Z ban + ¢4 _ E_}_i
St +2)(n+3)(n+4) T N° NS

et déterminer a la calculatrice la plus petite valeur de N pour laquelle % + % <e.
N

En calculant a la calculatrice Z

n=1

b47’L + s

Bt D+ 20+ 32)(71 vy donner une approximation de ( (3) a € pres.




Correction du DM 1

1
R 1 La fonction t — 2 est continue décroissante sur [1,+oo[ donc

1<1< 1
kZ—t2—<k_1)2

Vk>2 ,Vtelk—1k],
On intégre sur [k — 1, k| :
1 bt 1 Mlag 1 bt
VkE>2, —= < — < —— et donc Vk > 2 — < =< —.
= ;kQ—/I;_th—(k_l)Qe onc = ,/k t2_k2_/k_1t2

en sommant les inégalités,

1 1 R Pat 1 1
 P>N+1 — < — < — < — =
=Nt LN P+1—/N+1 t2—k;+lk2—/jvt2 NP

P

R2 OnaS—Sy=Ry= Plim > # donc en passant a la limite dans 'inégalité précédente,
=0 p=N+1
1 1
< Ry < —
N+1—-""N=N

1
R 3 Onal|S—Sy|=|Rn|< N donc si N > 10%, alors Sy est il une approximation de S ¢ 10™* prés.

1
R 4 On commence par prendre Sy + N1 comme approximation de Sy .
1 1 1 1
0 S —Sy|=|Rn| d S—Sy———|=|Rn— t0<Ry ———- < ————d
n als = Sy| = [By| done NTN+1 ‘N N+1| =" " Ny1=N N1
1 1 1 1 1 1
S—Sy——=|=|5—|(S — | < =- = < —
' N N+1‘ ‘ (N+N+1)‘_N N+1 N(N+1)~ N?
1
donc Sioo + To1 est une approximation (par défaut) de S a 1002 = 10~ prés
1 1 1 1/1 1 1 1 1
R 5 Le milieu de |S —. 5 — tSv+——4+=|—=————=1]=9 =
e milieu e{N+N—{—1’ N+N} es N+N—|—1+2(N N—i—l) N+N—|—1+2N(N+1) que
nous prenons comme approrimation de S.
. . 1
L’inégalité 1 <S5 -5y < N entraine que
1/1 1 1 1/1 1 171 1
=) < S-S5yv——— "= )<= (=——
2\ N N+1 N+1 2\N N+1 2\ N N+1
g_gy_ 1 _L(L__1 3 _ L
N+1 2\N N+1 - 2N (N +1) = 2N?
d S—l—l—l-l ! t mation de S a 2 x 1074 pre
onc — 4+ = est une approximation de S ¢ ———= = rés
51 T 250 x 51 PP 2 x 502 b
R 6 L’enti stant fizé, u(n,p) L L tp>1d +1>2>14d l
entier p étant fixé, u(n,p) = ~Nnso — €t p > onc > onc la
b ’ P n(n+1)x - x(n+p) ot P P
1
SATP > =) est convergente donc la série Z u(n, p) est convergente.

n>1 3



1 1 1
R7 Ona—— u(n, 1) donc
n n+l (n—l—l)

al M1 1 1
= - — oo 1 d 1)=1
;nn+1 —~mn 1 N+1_>NJr onc o (1)
1 2 2 1
R8s %4 b L ¢ _am+1)(n+2)+bn(n+2)+cn(n+1)
n n+l n+2 n(n+1)(n+2)
a b c 20+ (a+b+c)n*+bn* +cn®*+ (3a+2b+ ¢)n + 2a
n n+l n+2 n(n+1)(n+2)
a+b+c=0
En résolvant le systéme { 3a+ 2b+c =0 , on obtient (a,b,c):(%,—l,%) donc
20 =1
1/1 2 1 1
Z(Z = 2
2<n n+1+n+2) n(n+1)(n+2) u(n, 2).
1/1 1 1 1 1 1/1 1
R 9 On en déduit )= (-— - - = v — v ==
n en déduit que u(n,2) 2(71 n—l—l) 2(n+1 n+2) Up — Upg1 GUEC U 2(n n—l—l)
N N 1 1
donc que > u(n,2) = > v, —Vp11 = V1 — UN41 —>N_,+00111:Zd0nca(2):—
n=1
R 10 On simplifie la fraction :
1 1 n+p-—mn
u(n,p—1)—u(n+1,p—1) = — = = p.u(n,
op= ) et b= =y T p =) A DT atp) el (mrp) D)

u(n,p—1) —u(n+1,p — 1) = p.u(n, p)

R 11 Ce qui donne comme p > 0

um,p—1) u(n+1,p—1)

u(n,p) =
p p

_ _ _ u(np—1)
Donc Z(n,p) est ditv type a(n + 1) — a(n) avec a(n) = ==,
Onad u(i,p)=> a(i+1)—a(i) =a(N+1)—a(l) par télésopage.et hrf u(n,p—1) =0 donc 1151_1 a(n)=0

i=1 =1 n—-+00
donc
1_1 1

comme a(l) = 15— =5 o0na

’pourp22,op: 1‘

p.p!

le résultat reste vrai si p = 1.

R 12 La fonction t— > t? est continue décroissante sur [1,+oo| donc

1 1
V22, Vielk—1k, - <
ke — ta
On intégre sur [k — 1, k| et on somme les inégalités :
Yk > 2 1</kd donc st M > N +1, Z / ! — !
TR T i e k?q N T (q- DN (g— DMt

k=N+1

4



Or limy 4o W = 0—et. comme ¢ > 2, la série » kiq converge donc en passant a la limite lorsque M

tend vers 'infini:
Feo dt 1
Wl > be [T L
k=N+1

+oo
WQZ27VN21, k:NJrlk_lLlSW‘

R 13 On remarque que comme x > 0 les dénominateurs sont tous non nuls.

st p =2 on veut :
as bgilf + C2

z(z+1)(z+2) * 2z +1)(z+2)

Ce qui équivaut, en réduisant au méme dénominateur a:

V$>0,—3_

Vo >0, (x4 1)(z+2) = apr® + by + ¢y

1l suffit de prendre

|a2:1,62:3,02:2]

D’ou lezistence ('unicité de as, by et co n'est pas demandée)

R 14 On suppose la relation vérifiée au rang p :
Pour prouver la relation au rang p+ 1 il suffit de montrer Uexistence de api1,bpr1 €t cpiq tels que pour tout x > 0

byt + ¢p _ (p+1 bp1% + Cpa

O A ) ) et D @@t BEA D et p D)

:(R)

En éliminant les dénominateurs communs (R) équivaut a:

Vi >0 b,z + ¢, _ Apt1 bpr12 + cpia
T a2 (x+p+1) a2 (x+p+1)

En réduisant au méme dénominateur la relation (R) équivaut a:
(bpr + cp)(x +p+1) = ap12° + bp1® + cpy1 — or (b + ) (x +p+1) =ba® + (¢, + (p+ 1)by) x + (p+ 1)c,

1l suffit donc de poser:

apr1 =0y bpr1 =+ (P+1)bp , i1 = (p+1)g

On vérifie par récurrence immédiate que Vp > 2 , (ap, by, ¢,) € N3.

R 15 Vue la formule donnant ¢, on a Vp > 2,¢c, = p! et donc c, > 0.

On justifie alors par récurrence que b, > ¢, :

sip=2onabien3 > 2

Sib, > ¢, , alors commep+1>0,(p+1)b, > (p+1)c, > (p+ 1) = ¢, et comme ¢, > 0 on a bien byy1 > Cpy1.

R 16 Un calcul a la main ou a la machine donne : by =3 , b3 =11, by =50 et donc a3 =3 , ay = 11

i 2 3 4
a; 1 3 11
b, 3 11 50
¢ 2 6 24

5



R 17 D’aprés la relation de la question 13, il suffit d’avoir :
1

— < 5.10°

2N?2 —

soit 1072N2 > 1 . Il suffit de prendre [N =100

R 18 En minorant (n+ 1)(n + 2)(n + 3)(n +4) par n* et en passant a Uinverse, on obtient;

“+o0o +oo +oo

b4n + ¢y 1 1
Z S b4 Z — + 4 Z —
3 6 7
ol (n+1)(n+2)(n+3)(n+4) S S
Soit en utilisant la question 13 et les valeurs de by et cy,
+o0o
ban + ¢4 1 1 10 4
<50 24 = 4
HEN:H Bt )n+2)n+3)ntd) = 5N “6NS  N° NG

si N < 10 alors ]{[05 + N6 > 5.107°. On vérifie que c’est encore le cas si N = 11 mais pas pour N = 12. Il suffit
donc de prendre N = 12 qui donne ]{[% + ~% 4 <4210

R19 Ona

1 1 3 11 50k + 24

B REF D2 REr )Rk 13)  kEA DR L2k +3)k+4) Bk )k 2)(k+3)(k+4)
On ajoute ces égalités :

—+00

£B3)=0(2) +3.0(3) + 1lo(4) + ) | ET 50k + 24

k+2)(k+3)(k + 4)

On décompose :

Z 50k + 24 i 50k + 24 . *2” 50k + 24
Rk +1)(k+2)(k+3)(k+4) <=k (k+1)(k+2)(k+3)(k+4) k:NHk3(k+1)(k+2)(k+3)(k+4)
oo
_ 50k+24
En posant &' = k:%ﬂ k3(k+1)(k+2J)r(k+3)(k+4)
al 50k + 24
3) = (2) + 3.0(3) + 11o(4 /
£(3) =0(2) +3.0(3) + a(Hr;k3(k+1)(k+2)(k+3)(k+4)+€

N
On prend comme approximation de £(3) le réel 0(2) + 3.0(3) + 11o(4) + > k3(k+1)(23-k2§(21?+3)(k+4)'
k=1

Pour que cette approximation soit a € pres, il suffit donc (en négligeant les erreurs d’arrondi ) d’avoir

+o0o
€| =¢ = > k3(k+1)(23k2—;(2];1+3)(k+4) <, ce qui est assuré si +5 + 55 < 5.107° donc pour N =12,
k=N-+1

les 3 premiers termes sont connus:

12 50k 4 24

§3) = T35 Tl +;k3(k+1)(k+2)(k+3)(k+4) e

Reste o utiliser sa machine & calculer :

12
50k + 24
= 0,6707885152
2 B3k + )k +2)(k + 3)(k + 4)

ce qui donne
£(3) = 1.202038515 4 4,2.107°
La valeur obtenue est bien une valeur par défaut car &' est un réel positif comme somme de réels positifs.

une valeur approchée de et 1. a 5.107° par défaut
[ hée de &(3 1.202038 ¢ 5.107° déf
6




