DM 2, pour le 14/9/26

e Le corrigé sera su le site cahier de prépa a partir du 13/9/26.

e Il est demandé de rendre le DS aprés avoir effectué une autocorrection (écrite avec une couleur différente)
faite a ’aide du corrigé.

e Vous pouvez insrcire des questions demandant si votre solution est correcte. A indiquer en début de
DM.
Exercice 1

Soient a = (as,...,a,) € R" et M (a) la matrice carrée de taille n dont les coefficients sont définis par m; ; = a;.
Soit E = {M (a),a € R"}.

Q 1 Montrer que l’ensemble E est un sous-espace vectoriel de M, (R).
Q 2 Donner une base et la dimension de E.
Q 3 Calculer pour a et b dans R"™, M (a) x M (b).
On note f, 'endomorphisme canoniquement associé a la matrice M (a).

Q 4 On suppose a # Ogn. Déterminer une base de Im (f,). Justifier que ker (f,) est un hyperplan dont on donnera
une équation.

Q 5 A quelle condition f, est-il un projecteur?

Soit (Mp),c une suite de matrices appartenant & M, (R). On pose M, = (mi; (P)); jyefn?-

On dit que la suite (M,) converge vers M = (mi;); ez € Ma (R) si et seulement si V (i, ) € (1, n]]%,

lim m;; (p) =m; . On pose alors M = lim M,.

p—+00 p—+00
14l gyl 12
Par exemple, si M, = p p? | alors la suite (M),) converge vers M = .
z 3 4
3+e? 4
P Al
Q 6 On pose, pour tout A € M,, (R), exp (A) = lirf Sy, avec S, = -
p—T0 =0 ?:

Montrer que exp (M (a)) est bien définie et exprimer exp (M (a)) en fonction de a.

Exercice 2

Soit E un espace vectoriel sur R et v un endomorphisme de E vérifiant u? = id et u # id.
Q 7 Justifier que (u — id) o (u? + u +id) = 0.

Q 8 Montrer ker (u — id) Nker (u? +u +id) = {0}.

Les deux questions qui suivent illustrent la méthode d’analyse-synthése pour montrer que deux sous-espaces
sont supplémentaires:



Q 9 Soit z € E. On suppose que x = a + b avec (a,b) € ker (u — id) x ker (u® + u + id).

a=z(z+u(z)+u?(x))
Montrer que { h= % (2x —u(x) — u? ()

Q 10 En déduire que E = ker (u — id) @ ker (u? + u + id).
(

Q 11 Montrer que le sous-espace ker (u? + u + id) est stable par u.
(c’est-a-dire que Vx € ker (u? + u + id), u (z) € ker (u® + u + id) ).

F—F

o 2 . 9 . . . . .
On pose F' = ker (u® + u + id) et v 'endomorphisme induit par v sur F: v : { v v (@) = u ()

3
Q 12 Justifier que (v + %idF)Q = —Zidp.

Q 13 En déduire que la dimension de F' est paire (on pourra passer au déterminant dans la relation précédente).
On suppose que E est de dimension 3.

Q 14 Montrer que sie € F, et e # 0, alors u (e) n'est pas colinéaire a e.

10 0
Q 15 Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de w soit | 0 0 —1
01 —1

Exercice 3

Soit ()\,) une suite de réels positifs. On suppose que la série Y A, converge.

n—1
o) n= 11 V1+ N\ eth, = i An )
n pose p kl;lo + A e arcsin ( m)

Soient a et b des réels. On définit les suites (u,) et (v,) par

Upt1 = Uy — AR
Uy = a,vy = b et Vn € N, nt neormen
Un+1 :)\nun_'_vn

Q 16 Montrer que la série Y 6, converge.
Q 17 Montrer que la suite (p,) converge.
On pose z, = U, + iv,.
Q 18 Montrer qu’il existe un réel p, > 0 tel que 2,1 = p, e z,.

Q 19 En déduire que les suites (z,), (u,) et (v,) convergent.

Exercice 4 facultatif

lir+n f(z) =400
Soit f une fonction définie sur R, vérifiant ligl @) —flx—1)=0
On pose, pour tout n € N, u,, = sin (f (n)).
Le but de 'exercice est de montrer que Ya € [—1, 1], il existe une suite extraite de (u,) qui converge vers a
On suppose que a € [—1, 1] et on pose b = arcsin (a).

Q 20 Justifier qu’on peut construire par récurrence une suite strictement croissante d’entiers naturels (¢ (n))

; ¢ (0) :?
VErIant \ iy e N*, 3k € N, £ (g (n)) - St s flp ()

neN

Q 21 Justifier que la suite (u¢(n)) converge vers a.

Q 22 Les suites (sin (In (n))),,cn-» (50 (V7)) ,ens conveggent—elles?



Correction du DM2:

Exercice 1

R 1 Montrer que l'ensemble E est un sous-espace vectoriel de M,, (R).

ap ... Gy 1 0... 0 0... 01 0... 01
R2 M(a)=1| : 2 Y A S SR O A [P AR
ai ... Gy 1 0... 0 0... 01 0... 01
On a M; € E donc E = vect (M, ...,, M,).
" a; ... Qp
Si > aiM; =0 alors | : =0 donc (ay,...,a,) = (0,...,0) donc (My,...,, M,) est une famille libre
i=0
a; . Qp,

donc base de E. On en déduit que dim (E) = n.

ay ... Gp by ... b, aby +---+apby ... ab, +---+a,b,
R 3 M(a)xM(®b)=| : 2 I : : :
a ... ap by ... b, aby +---+aby ... aib, +---+a,b,
by ... by
M (a) x M (b) = (ar+---+an) [ E
by ... b,
1
R4 On aIm(f,) = vect(Cy,...,C,) = vect (aU,...,a,U) avec U = : et a # 0 donc 3i,a,20 donc
1
Im (f,) = vect (U).
T a1+ -+ apxr, =0
Soit X = |- OnaX eker(f) © AX =0& : & a1 x1 + -+ -+ apx, = 0 équation
Ty, a1+ -+ apxr, =0

d’un hyperplan de R™. (on aurait pu justifier que ker (f,) est un hyperplan avec le th du rang).

R 5 f, est un un projecteur si et seulement si f,o f, = fo soit M (a) x M (a) = M (a).
Or M (a) x M (a) = (a1 + -+ a,) M (a) donc f, est un un projecteur si et seulement siay + - -+ a, = 1.
R 6 Posons o = a1 + --- + a,. On a M (a)* = oM (a) et, par récurrence immédiate, si i € N*, M (a)' =

) rp 1 . p—1
@M (a) d’ow Posons S, = Y. _—‘M(a)z. OnasS, =1, + M(a) + %M(a) o4 2 ' M(a) = I, +
i=0 - 1. p:

ap~1

(1+%+---+ . )M(a)

P 1 A P 1 A
e Sia =0, alors } —M(a)' = I, + M(a) et donc lim >° —M (a)" existe et est égal & I, + M (a) donc
i=0 2: pP—0,,— 1
exp (M (a)) = I, + M (a)

o aP~1
e Siav#0. Posons s, =1+ —~+---+ .
2! p!
1 o? aP e*—1
Onasp—a(oz+§+~~+ﬁ> “prtoo 3et Sy =1, + s,M (a).



L+spar  Spas -+ Spay

1 : e —1
S + a2 donc lim S, existe et est égal a In—l—
: p—+o0

On adonc S, = M (a).

Spln
Spa1 Spaa 1+ span,

Exercice 2

R7 Ona(u—id)o(u?+u+id) = (u®+u?+u)— (v*+u+id) =u®—id = 0.

‘ . 9 . u(z) ==z 9 B B

R 8 Si x € ker (u—id) N ker (u® + u +id) alors { 2 (@) +u(z) + 7 = Op On a donc u* (x) = u(u(z)) =
u(z)) = x donc en reportant dans la deuxiéme ligne, 3x = O donc v = 0.
R9 Onaz=a-+b avee (a,b) € ker (u —id) Nker (u? + u + id) donc
{ w(a) = a r=a+b

) . u(a)+u(b) =a+u(b) . En additionnant les trois lignes, on ob-

u (b”“(b”b—oE w(a) +u (b) = a+ 2 (b)

tient 3a = x + u( (x) donc a = i(z+u(z)+u?(z)) et en reportant dans la premicre ligne, b =

%(Qx —u(z) —u?(x )) (ﬁn de l'analyse)

iy X : s (@ +u(z)+u? (x)) : B
R 10 Réciproquement (synthése), si { b— ( —u(r) - (1)) on obtient en sommant que r = a + b.

1
Deplusa:§(u2+u—|—z'd)(x)EIm(u2+u+id)Cker(u—z'd) car (u —id) o (u* +u+1id) =0 et

b=3 2\(m—u(x))/—|—\(u(x)—u2(x))j € Im (u — id) C ker (u? + u +id) car (u* + u+id) o (u —id) = 0.

EIm?J—id) EIm?;—id)
et x admet donc une et une seule décomposition x = a + b avec (a,b) € ker (u — id) x ker (u® +u + id) donc que
E = ker (u — id) @ ker (u? + u + id).

R 11 Soit z € ker (u? + u + id), montrons u (z) € ker (u? + u +id) ), c’est-a-dire (u* + u +id) (u(z)) = Op.
Ona (u?+u+id)ou=u>+u®>+id = uo (u*+u+id) donc (u* +u+id) ou(r) = uo (u?>+u+id) (zr) =
u((u? +u +id) (v)).

Or x € ker (u? +u +id) donc (u? +u+id) (x) = 0g donc (u* +u +id) (u(x)) = 0p donc ker (u? + u + id) est
stable par u

R 12 Siz € F alors (v + v +idr) (x) = u? (z) + u(z) + z = 0 donc v? + v + idr = Op.

1 3
Or (U+%idp)2:1)2+v+1id:v2—|—v+id—Zid:—zid.

R13 Ona (v + %idp)2 = —%idp. On a det <(v + %z'dp)2> = det (—Zid}?‘> donc

3 dim(F)
0< (det (v + %idp))Q = (_é_l) , ce qui implique que dim (F') est paire.

R 14 Soit e € ker (u* + u+id), e # 0.
Supposons qu’il existe un réel \ tel que u (e3) = Aey. Alors u? (e3) = u (Meg) = Mu(e2) = Ney. Oru? (ex)+u (eg)+

id(e2) = 0 donc ()\2 + A+ 1) ey = 0 donc N> + X+ 1 =0, ce qui contredit A € R (discriminant de l’équation
strictement négatif ) donc u (e) n’est pas colinéaire a e.



R 15 On sait que dim (F) < 3 est paire dim (F') € {0,2}.

Si dim (F) = 0 alors ker (u? + u + id) = {0} donc u® + u + id est un endomorphisme injectif de E, de dimension
finie, donc est bijectif et (u —id) o (u2 4+ u +id) = 0 donc en composant & gauche par (u® +u +id)~", on obtient
u—1id =0 ce qui contredit ’hypothése u # id. On en déduit que dim (F) = 2.

Comme E = ker (u — id) ®ker (u? + u + id), la dimension de ker (u — id) vaut 1. Soit (e1) une base de ker (u — id)
et e € ker (u* +u +id), e # 0.

D’apres la question précédente, (e,u (e)) libre et ker (u? + u + id) est stable par u donc u (e) € ker (u® + u + id)
done (e,u (e)) est une base de ker (u* + u + id).

On en déduit que (e1,e,u(e)) est une base de E et, comme u? (e) +u(e) +e =0, u(u(e)) = —e —u(e) donc
1 0 O

mat(ehe’u(e)) (u) = 0 0 -1
01 -1

Exercice 3

R 16 On a arcsin (z) ~, ¢ x donc 0, = arcsin (\/1\”7) oo i‘—”/\Z Or la série Y\, converge donc
+ +

111}_1 An =0 donc 0,, ~, 100 Ay > 0. Par théoréme de comparaison de SATP, la série »_ 0, converge.

—1

n—1 n
R 17 Onaln(p,) = Zln(\/1+)\2> :%21n(1—|—)\2). Posons a, =In (1+\2) et s, = Zln(1+/\2) On a

In(1+x), oo done ay, ~nyoo Ao. Or lim A, =0 donc A2 = 0,100 (M) €t >\, est une SATP, convergente

n—+o00
donc la série Y a,, converge. On en déduit que la suite (s,) converge donc que la suite (s,—1) = (In(p,)) converge

vers un réel I, puis, que la suite (p,) converge €' > 0 par composition des limites.

R 18 On a zp11 = tny1 + a1 = (Un — Ayp) + 10 (At + v5) = (14 0A,) (uy + ivy,).

N 2 g
Onal+il, =+1+X\, <\/1+A Z\/1+/\i> et

. . ™ T 2
On a 0, = arcsin (\/1\:—&> donc sin (0,) = 1\—;% et 0, € [—5,5} donc cos? (0,) = 1 — li";\% = ﬁ et
cos (0,) > 0 donc cos (0,) = . On en déduit que 2,11 = p, ez, avec p, = /1 + \2.
R 19 Dot 2z, = p,,_ 16 On 1 = pnflew"—l) (pn72e"9"—2) Zpg = = (pnflew”—l) (pndew"—?) . -poewozo
n 1
) n—1
H \/1—1—)\2 X e k 0 xuozpn X €91 X uy avec Sp_1 = > by

k=0
La série Z 0,, converge donc la suite (S,,—1) converge donc la suite (eisﬂ/—l) converge par composition des limites.
La suite (p,) converge.
On en déduit que la suite (u,) converge. Par passage aux parties réelles et imaginaire, les suites (uy) et (vy)
convergent.

Exercice 4 facultatif

R 20 Soit n € N. Supposons qu’il existe (¢ (0),...,p(n)) vérifiant

¢ (0)=0
Vi e [[0,n —1]], 90()1 p(i+1)
Vie[[1,n]], keEN, flp@) — = <b+2%kr < f(p ()

1

5



1
n+1°

On a 1iI+H f(x)— f(z—1) =0 donc il existe xq tel que x > xo = |f () — f(x —1)| <

Posons M = max (xg, ¢ (n)).
On a lim b+ 2km = 400 donc il existe kg tel que, M < b+ 2kqr.

k—+o00
Considérons € = {i € N, i > b+ 2kom}.

On a liril f(z) = +oo donc € est une partie non vide de N donc admet une plus petit élément.

Posons ¢ (n+1) =inf (£).0n a

p(n+1)>M=>p(n)
e(n+1)>b+2km et o(n+1)—1<b+ 2k

[fe(n+1)) = flen+1)-1) <

n+1

1
On a donc f(p(n+1)) — ] <flpn+1)—1) <b+2kom < f(p(n+1)) donc les conditions sont remplies
n
au rang n+ 1. On en déduit qu’il existe une suite d’entiers strictement croissante telle que

Vn e N* [ Jk e N, f(go(n))—%<b+2k7r§f(<p(n)).

1
R 21 On a donc ¥Yn € N* 3k € N, |b+2km — f(¢p(n))] < — et la fonction sinus est 1- lipschitzienne donc

N

1 1
|sin (b + 2k7) —sin (f (¢ (n)))| < = avec sin (b+ 2k7) = sin (b) = a donc |a — uyw)| < = donc la suite (uym))
converge vers a. " n

. _ - lilil f(z) =400
R 22 La fonction f : x — In(z) vérifient les conditions hrf F@) = flz—1)=0: (%) °

Soit a € [—1,1]. 1l existe une suite extraite (uw(n)) convergeant vers a. Or a est quelconque dans [—1,1] donc les
suites extraites de (u,) me convergent pas toutes vers une méme limite donc (u,) me converge pas.

1
(%) : On a f'(t) = . donc sit € [v — 1,z], alors |f' (t)] < ] donc d’aprés Uinégalité des accroissements finis
I‘ E—

In(2) ~In (2 — )] £ —— |o = (2~ 1)] = —

On peut faire de méme avec x +— \/x.

—r—+400 0.



