PSI DS 1 (le 16 septembre 2026, 3h)

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et la concision de la rédaction.
St un candidat est amené a repérer ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra
poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

| Les calculatrices sont interdites |

Lorsqu’un raisonnement utilise le résultat d’une question précédente, il est demandé au candidat
d’indiquer précisément le numéro de la question utilisée.

’Le sujet comporte 4 pages‘

Questions indépendantes proches du cours:

n

z
Q 1 Soit z € C. Montrer que la série — est absolument convergente.
n!

Q 2 Déterminer la nature de la série de terme général u,, avec:

a. Unp = b Up = sin (l) —1In <1 + 1) . C Uy = In (n)
2n n n ny/n

n

a

Q 3 Soit a > 0. Déterminer la nature de la série de terme général u,, = TT o
a

(="

4 P eN, n = )
Q our n on pose T

+o0
o Montrer que la série Y u, converge. On note S = Y u,. Donner le signe de S
n=0

<1073,

S—zn:uk

k=0

e Déterminer un rang a partir duquel

Q 5 Soit x € C. En utilisant un produit de Cauchy, montrer que si |x| < 1 alors la série > (n+ 1) z" converge
1 oo
et ——= = >, (n+1)a"
(1—2)" =0

r+y+z+t=0

. s 4 S 3 .
Q 6 Soit E l’ensemble des (x,y, z,t) € R*, vérifiant le systéme: { P22t =0

1. (Sans résoudre le systéme)
Ecrire le systéeme (S) sous forme matricielle. En déduire que E est un sous-espace vectoriel de R* et préciser
la dimension de E.

2. Donner une base de E.



Exercice 1: Convergence et calcul d’intégrales généralisées
(questions indépendantes)

dx.

0 1 oo 1
7 Justifier la convergence et calculer les intégrales généralisées I, = [° ————dx et I, =
Q f J grates g L RS R PO 2= 2oy

0o t
Q 8 Montrer que l'intégrale généralisée f+ cos (t)

oVt

dt converge.

1

Q 9 Soit f la fonction définie sur [0, +oo[ par f (t) = m

1. Justifier lintégrale f0+°° f(t)dt converge.

2. Montrer que f0+ f(t)dt= 1+ mdu et en déduire la valeur de 0+ f(t)dt.
u

Exercice 2:

1
On pose, pour t > 2, f (1) = ———— et pour n > 3, v, =

¢ (In () n(In(n))*

1
Q 10 Euxiste-t-il un réel a > 1 tel que f (t) = 0t 400 (t_a) ?

Q 11 Montrer que lintégrale généralisée f;oo f (t)dt converge.

n 1
Q 12 On pose S, = > v. Montrer que S, < ——.
k=3 In (2)
En déduire la nature de la série Y v,.

1 n
e—(l—i——)
n

(In(n? +n))*

Q 13 Pourn > 3, on pose u,, =

1 n
1. Montrer que e — <1+—> ~ i.
n /) n—too 2n

2. En déduire la nature de la série Y uy,.

Exercice 3

1 —-1)" 1
Soit a > 0 et o # —. Onposeun:sin<( ) +—>
2 N

Q 14 On suppose o < R Donner un équivalent de u,,. En déduire la nature de la série Y u,,.

1
Q 15 On suppose a > 3" Déterminer la nature de la série y_ u,,.



Exercice 4

Soit E un espace vectoriel réel (K = R) de dimension finie et f € L (E).

Q 16 Montrer que ker (f2 +idg) est stable par f, c’est-a-dire:
Va € ker (f* +idg) , f(z) € ker (f* +idg) .

F—F

17 Soit g Uendomorphisme induit par f sur F = ker (f2 +idg) : g : { .
Q g P par f (f E) g JJI—>g(CL’):f<l‘)

Montrer que la dimension de ker (f% +idg) est un entier pair
(on pourra préciser ’endomorphisme g* et prendre son déterminant).
On suppose maintenant que E de dimension 3 et f € L (E) vérifie f3>+ f =0 et f # 0.

Q 18 Montrer que Im (f) = ker (f% + idg).
Q 19 En déduire que dim (ker (f? + idg)) # 0.
Q 20 Montrer que ker (f* +idg) ® ker (f) = E.

Q 21 Soit a € ker (f? + idg) non nul.
Montrer que la famille (a, f (a)) est une famille libre du sous-espace vectoriel ker (f? + idg).

0
Q 22 En déduire qu’il existe une base By de E dans laquelle la matrice de f est | 1
0

Exercice 5
Soit n € N. Soit P € R,[X]. On suppose que Vi € [|0,n]|], P (i) € Z.
Le but de 'exercice est de montrer que Vi € Z, P (i) € Z.

(Les deux premiéres questions peuvent étre considérées comme des questions de cours).

Q 23 Donner une famille (Lo, L1, ..., Ly,) de polynémes de degré n vérifiant:

viid) € 0, L) = { o %17
Q 24 Justifier que la famille (Lo, L1, ..., L,) est une base de R, [X].
Q 25 Soiti € [|0,n|] et k € N, k > n. Montrer que L; (k) € Z.
Q 26 En déduire que pour tout k € N, P (k) € Z.

Q 27 En utilisant le polynome défini par Q (X) = P (n — X), montrer que pour tout entieri € Z, P (i) € Z.



Suite: A ne traiter que si ce qui précéde a été fait
Exercice 6

Soit n € N. On pose f (z) = (e — 1)".

Q 28 Donner un équivalent simple de f (x) en z = 0.
En déduire un développement limité de f a l'ordre n en x = 0.

Q 29 Calcul de S (—=1)"7* (1) k™ pour m € [0, n|].
k=0

kx

a Soit k € N. Ecrire le développement limité de x — " au voisinage de x =0 a& ['ordre n.

b A laide d’une deuxiéme forme du développement limité de f a Uordre n, montrer que (—1)"_k (") k™ = n!

k
k=0
n

et, sim € [|0,n—1|], 3 (=1)"* (k™ =0.
k=0
Exercice 7
Soit E un espace vectoriel de dimension fine et F' et G deux sous-espaces vectoriels de £ de méme dimension.
Q 30 On suppose que '+ G = E. Montrer qu’il existe une sous-espace vectoriel H de E tel que E = F ® H et
E=GaoH

(On pourra commencer pas considérer une base de F' N G).

Q 31 Etendre le résultat lorsqu’on n’a pas la condition F'+ G = E



CORRECTION DU DS1 (PSI)

QQuestions proches du cours :

R 1 Utiliser la régle de d’Alembert (vu en cours)

3

n 1
R2 a Siu, = zi.alors UT = ;L— —ntoo 0 (CC) donc u,, = o <—2) et donc Y u, converge absolument donc
n 24 n n
converge. n
1 1 1 1
b: u, = sin <—> —1In (1 + —) =1410(%)-(2+0(%)) =0(%) done Y sin (—) —1In (1 + —) converge
n n n n
absolument.l | . .
c: Stu, = Malors @ = ns(n) —nioco 0 St % —a>0. Sil<a< % alors u,, = o (—) et Y, — SATP
n\/ﬁ oy n2"% ne no
5
convergente donc Y u, converge absolument. (On aurait pu choisir o = 1 priori).
R3-S50<a<1alors % ~n—too @ et la série Y a™ est une SATP convergente donc la série ] ¢ o
converge. ta ta
n 1 n
- Sia=1 alors 1 faZ” = — donc la série ) T+ o diverge grossiérement.
, a” a’ 1\" . 1\" 1
-Sia>1alors —— ~p 100 —— = | — | etlaséried | —) est une SATP convergente car — < 1 donc la
1+ a? an a a a
a/n
série y [ gon Comverye.
<_1)n n n
R4 u, = 313 donc (=1)"u, > 0. On a |u,| = T donc (=1)"u, >0 et 0<3n+2<3(n+1)+2
n n
donc |uy| > |uni1| done (Juy]) est décroissante. Comme lim w, = 0, la série > u, est spéciale alternée donc
converge. e
1
De plus || ~n— oo ™ et Y — SATP divergente donc ) u,, n'est pas absolument convergente.
n n

+o00
>, est spéciale alternée donc S = > u, est du signe de ug > 0.

n=0
S u, est spéciale alternée donc |S — > up| = |Ry| < [tuni1] done si |u,y 1] < 1073 alors |S — > ug| <1073, Or

k=0 k=0

998
1] 107 6 304221000 & n > == & n > 332.

R 5 Soit © € C. On pose u, = v, = x". Le produit de Cauchy des séries Y u, et > v, est Y w, avec
1

Wy = > agby_p = (n+ 1) x™. D’aprés le cours, Y u, convezrge absolument et a pour somme i ) et il en est
—+00 —+00 —+00 1 “+oo

de méme pour > v, donc > w, converge absolument et > w, = > u, X Y v, donc ﬁ => (n+1)a™
n=0 n=0 n=0 — X n=0

R 6 Soit (e1,es) la base canonique de R? et f l'application linéaire canonigement associée o A = ( 9 [1) >
= 2
flen) = ex+2e, . Posons €| = e et ¢, = e;.

On a donc mat(e, ¢,y (f) = A et {

f(e2) = e
Fle) =6, 12y
On a { f(eh) = 2¢} + ¢} donc B = 01 )" mat<e,lve§) (f) sont semblables.



111 1

R 7 Soit X = 12 2 1

€ My (R) identifié a R* etA:( ) OnaX € E & AX = 0 donc

+ N R

R* — R?
X — AX
sous-espace vectoriel de R* et que dim (E) +rg(f) =4. Orrg(f) = rg(A) =2 (C; et Cy non colinéaires donc
rg(A) > 2 et rg(A) <2 nombre de lignes). On en déduit que dim (E) = 2.
r+y+z+t=0 {:L‘—i—y—i—z—i—t:() <:>{x+y:—z—t { r=—3t
r+2y+22—-t=0 y+2z2—2t=0 y=—2+2 y=—2+2t
quelconque donc

application linéaire canoniquement associée a A. On en déduit que E est un

E = ker (f) avec f : {

avec (z,t) € R?

—3t 0 -3
XeBox=| *F2 o 4] 2
z 1 0
t 0 1
0 -3
Posons U = _11 etV = g . On a donc E = vect (U, V) donc (U, V) est une famille génératrice de E
0 1

et est libre car échelonnée donc (U, V') est une base de E.

Exercice 1:

1
R 8 Les deux fonctions sont équivalentes & — > 0 en +00, ce qui permet de montrer la convergence de I, et Io

22
e Onal; = 0+ ——— dr = 0+ —2d:c:—(;r s——dx.
2?2 +2r+5 (z+1)"+4 4 (a:+1
+1
2
1
Le changement de variable de classe C' strictement croissant par u (z) = x;L .donne, sous réserve de conver-
gence.
1 Jimu@) 2 1 oo 1 1 /m 1
Il - Z fu(O) mdu = 5 f% mdu = 5 5 — arctan 5
: 1 1 1 1
= |, 5——=dt. O = Or —
D=l gt e Ey ttr2) Ot

Tir2
1 .1 1 1 1 x 1 1 In (3)

done F(z) = =~ [F2 — — gt — 1 In(t+2) = - _ 1 (2

one F(2) =573~ 3t = I —In(t+ 2{ (t+2>} 2n<:c+2)+2n(3)_> >

In (3)

done I, =

1 -1
)= —, () = —
R 9 Sous réserve de convergence, on fait une IPP avec u(?) t’ w () 245
v(t) =sin(t), v'(t) = cos(t)
sin () +oo COS (t) ttoo | oo SiD (1) )
Onalu(t)v(t) = <— — 0doncl;= u(t)v
ool ﬁ\ L vdone = [ Wi oy 4 g S
sin () (t)
Or o et fl dt converge absolument.donc f " dt converge absolument.donc I3 converge
2 2 2
absolument.
1
R 10 [ =

S  —;
O (t+2)V1+t



1
1. La fonction f est continue sur [1,400[ et f(t) ~i— i an 0.
1
(t+2)VItt

2. Posons u (t) = /1 +t. La fonction u est de classe C' et strictement croissante sur |1, +oo].
On a lim u(t) = +oo donc u réalise une bijection de |1,+00[ dans |2, +oo| donc (chg' var)

Or f1 " /2 —=dt converge donc fo dt. est convergente donc I est convergente

t—+o00
2 1 2 T T
I= [ t= [T " _du=2 t +°°:2(———):—.
o GrRayirit T h et = 2l (Wl 2 1) 2

Exercice 2:

1
(I ($))2 a—1
t
R 11 Ona tn () _ 5 —t—too +00 car a —1>0 (CC).donc
1 In”(#)
t()[
> 1 ' ! ( ! )
sia>1, onnapss ————— =000 | — |-
M e T e
R 12 Sous réserve de convergence, on pose u(t) =1In ( ) (fonction strictement croissante et de classe C1).
lim u(t)
[ f () dt = (( ))dt ) fln@) du qui est convergente donc [, f (t)dt converge.
1 -1 t—+00 1
De plus, [\ —du=|— -
P fm(z) 2™ { u :|ln(2) In (2)
R 13 On a, pour k > 2, pourt € [k, k + 1],
1 1 1
7 < 7 < 2
(k+1)(In(k+1))" — t(In(t)) k(In (k))
1 1 1 1 1
c 5 < :H ———dt < ——— donc pour k>3, ———— < fkk,l —dt
(k+1)(In(k+1)) t(In(t)) k(In (k)) k(In (k)) t (In (¢))
On en déduit que —— < ——dt < —————dt (intégrale généralisée convergente d’une
e Y T E S Tmap® Skt (ntdrale g g

fonction positive).

La suite (S,,) des sommes partielles de la SATP > v, est majorée par

e

(In(n? + n))2

donc la série v, converge.

1
In (2)

R 14 On pose, pour tout entier naturel n > 2, u, =

1

1. Quand n — +o00, (1 + l) — on(1+3) = G-z to(in)) = el=mito(R) — ¢ x ez to(3)
n

donc (14—%) =eX (1— %—1—0(%)). On en déduit que e — <1+1> ~ i.

n—-+oo 2m

1 1 1
2. De plus, au voisinage de +00, In(n*> +n) =In(n*(1+1/n)) =2Inn +1In <1 + —> =2Inn+—+o <—)
n n n

Donc In (n? + n) I 2lnn.
e 1

On en déduit que u,, X ——.
n (lnn)

~Y
+oo &



Or, d’apeés la question précédente, la série

5 COnverge.
n>2n (Inn

Donc, par critére d’équivalence pour les séries a termes positifs, E U, CONVETge.

n=2

Exercice 3

1 1 1 -1 1 1
R15 Sia< 3 alors — = 0p— 400 (—) donc (=1) + — — etsin(z) ~p0 T
na (e}

vn N Tt

1
done uy, ~pyoo — > 0. La SATP > — diverge donc > u,, diverge.
n< n*

1 —1)" 1
R 16 Sz’a>§, on asin(x) =z + Oy (23) etnl_i£100<(\/ﬁ) +E> =0

T e ()

1 1 1 —-1)" 1 -1
0rn>§d0ncmzon_>+oo<%> donc( )-I—— - (—-1)

\/ﬁ
done Omzon«(l% 4 %) 1) — 0, <((?/1ﬁ) ) ) — 0, (<Ln> ) done
= (;ﬁ) :Eww (_>
Jn

La série ), — converge ssi a > 1 donc la série ) u, converge ssi > 1.
n

mn2

La série )

1
converge (CSSA) et la série Y O, (—3) converge (comparaison avec Riemann)
nz2

Exercice 4:

R 17 Soit z € ker (f? +idg). Montrons f (x) € ker (2 +idg), c’est-a-dire (f* +idg) (f (z)) = Og.
Ona (f*+idg) (f(2)) = fP @)+ f(x) = f(fP(x)+a2) =~ f(0p) = 0Op

linéarité z€ker(f2+idg) linéarité

done f (z) € ker (f2 + idg) donc ker (f? + idg) est stable par f.

R 18 On peut donc considérer ’endomorphisme induit g sur F = ker (f? + idg)
Pour tout x € ker (f2 +idg), f2(z) + z = Og donc ¢* (z) = —x. On en déduit que l9” = —idg
On en déduit det (¢?) = det (—idp) = (=1)"™) Or det (¢2) = det (9)*> > 0 donc dim (F) est paire.

R 19 e Soit € ker (f? +idg). On a (f* +idg) (z) = 0g donc x = —f%(x) = f (—f (x)) € Im (f)

donc ker (f? +idg) C Im (f).

e Ona f2+ f=0donc (f*+idg)o f =0 doncIm(f) C ker (f%+idg)

(exercice du cours go f=0=-Im(f) C ker (g9) a éventuellement redétailler suivant le niveau de la copie).
On a donc bien Im (f) = ker (f? + idg).

R 20 On a f # 0g donc ker (f) # E donc dim (ker (f)) < dim (E).
Or dim (ker (f)) + dim (Im (f)) = dim () donc
d’apreés la question précédente, dim (ker (f? + idg)) = dim (Im (f)) > 0.

R 21 e Montrons ker (f% +idg) Nker (f) = {0}. Soit x € ker (f% +idg) Nker (f).
Ona f?(zx)=—-xet f2(x)=f(f(x)) =0 donc —x =0 donc Im (f) Nker (f)={0}.
e On a (th du rang déja vu) dim (ker (f? + idg)) + dim (ker (f)) = dim (E) .

On en déduit que ker (f% +idg) @ ker (f) = E. g



R 22 Soit a € ker (f? + idg) non nul. Supposons que Aa + pf (a) =0: (Ry).

En appliquant f, On a \f (a) + pf? (a) = 0.

Or (f* +idg) (a) = 0 donc f?(a) = —a donc —pa + \f (a) =0 (Ra).

On en déduit A (R1) — i1 (Rs) : (A2+u2)a20 done N> + 1> =0 cara # 0 et donc A\ =y =0
donc (a, f (a)) est libre.

F—F
v (r) =u(x)
D’aprés la question précédente, 3 > dim (ker (f% +idg)) > 2 et on a vu précédemment dim dim (ker (f2 + idg))
est paire donc dim (ker (f% +idg)) = 2;
La famille (a, f (a)) est libre donc base de ker (f? +idg) = Im (f). Soit b un vecteur non nul de ker (f) (de
dimension 1 par le th du rang).

On alm(f) @ ker(f) =FE donc B = (a, f(a),b) est une base de E. On a f (f (a)) = —a donc la matrice de f

R 23 On pose F = ker (f% +idg) et g I'endomorphisme induit par u sur F: v : {

0 -1 0
dans la base B est 1 0 O
0 0 0

Exercice 5:

I[I (X—=))
R 24 On vérifie que les polynomes définis par, L; = 0<]<ﬁﬁél =) répondent a la question (vu en cours).
0<j<n,j#i
R 25 La démonstration que (Lo, L1, ..., L,) est une base de R,, [X] est identique & celle du cours.
_(i-1 (i1 _ [
R26Li(k):kx ><(.k; (i—1)) x (k—(+ )).x x (k n)- Or ki x - x (= (i—1)) = k' ’
ix- oo xX1Ix(=1)x---x(i—n) (k—1)!
, (k—i—1)! i k' (k—i—1)!
k — 1)) x-+-x(k—n)=—————donc L; (k) = (-1 . donc L; (k) =
(b= (4 1))k =n) = Gy done Li (k) = (1) s =y =gy O @ done Li (k)
i k! (k—i—1)! i (k k—i—1
-1 = (-1 (" " 7.
SR T Rl g p R x5 €

R 27 Donc il existe (N, ..., \,) € R™™ tels que P = > \;L;. En évaluant en i € [[0,n]], on obtient \; = P (7).
j=0

On a donc P =Y P(j) L,
=0

Si k > n, alors P(k) = > P(i)L; (k) € Z d’aprés Uhypothése P (i) € Z et L; (k) € Z d’aprés la question
i=0
précédente donc P (k) € Z.

R 28 Siic [|0,n]] alors —n < —i <0 donc 0 <n—i<n donc@(i)=P(n—1)€Zetdeg(Q)=deg(P)<n
On peut appliquer le résultat de la question précédente o Q: Vk > n, Q (k) € Z.

Soit k < 0. Montrons P (k) € Z. On a P(k) =Q (n—k) € Z car n — k > n donc P (k) € Z.

On a doncVk € Z, P (k) € Z.

Exercice 6:

R29 Onaf(x)=(e"—1)". Onae* —1r~, ox donc f(x) ~poa™ donc f(x) = 2" + 0,0 ().



n k m
R 30 a En substituant x par kx dans le DL en 0 de l’exponentielle, e** = (kz)

+ 040 (™).

m=0 m!
b D’apres la formule du binéome, [ (z) = (e* —1)" = i (=) " (B)er = i (=) " ) ( i (k;)' + 040 (:E”))
k=0 k=0 m=0 1M

n

done £0)= 3 (5 0 @5 ) o b ora @),

m=0 \k=0

n Em n
Posons am = > (=1)"7" (Z)ﬁ Ona f(z) = Z_:Oamxm—l—oxﬂo (z") = 0+0xx+---+0x 2" L+ 1x 2" +0, 0 (z7)

d’apres la premiére question, par unicité du DL de f en 0, a, =1 et a,, =0 sim € [|0,n — 1|], ce qui entraine le
résultat demandé.

Exercice 7:

R 31 Posons r = dim (F) = dim (G) =r.

Considérons une base (e, ...,ex) de F'NG, complétée en (ey, ..., ek, fxr1, ..., fr) base de F

et en (e1,..., €k Gii1,---,gr) base de G.

Posons H = vect (fri1+, Grs1s -5 fr + gr)-

Montrons que E=F & H =G & H.

Les transformations u; < ui + A\u; (i # j) ne changent pas l’espace vectoriel engendré par (ui, ..., u,) donc

On avect(e1,... €k froity s frr for1ts Graty -y fr + gr) =vect (€1, ... €k, oty oy frs Gty Gr)-
donc F+ Hy = F+ G = E. (la juztaposition de familles génératrices de deur sev est génératrice de la somme).

De méme vect (617 S 7€k7fk+1+7gk+17' : '7f7“ + Gry Gk+1, - - - 791”) = vect (617 SR 76k7fk+17' : '7f7’7gk+17' - 7g7”)
doncG+H =F+G=EFE.

De plus, dim (F + G) = dim (F) + dim (G) — dim (F N G) = 2r — k = dim (F') + dim (H;) = dim (G) + dim (H;)
donc les sommes F + Hy et G+ H; sont directes ce qui entraine que F' et G ont un supplémentaire commun H,
dans F' + G.

R 32 En prenant Hy supplémentaire de F'+ G dans F,
onaFE=(F+G)®Hy= (F®H,)®H, = F & (H, ® Hy) donc Hy & Hy est un supplémentaire de F

) laissé au _lecteur
dans E et, pour la méme raison, un supplémentaire de G dans E.

10



