PSI DS 2 (le 7 octobre 2026, 4h)

e Les solutions devront étre présentées dans ’ordre de 1’énoncé (quitte a laisser des blancs pour compléter
plus tard), rédigées avec une encre foncée.

e Ce qui est écrit sur une page ne devra pas dépasser sur la page située a coté.

e Chaque fois que le résultat d’une question précédente sera utilisé (ce qui est possible méme si la question
n’a pas été traitée), le numéro de cette question devra étre mentionné clairement.

e Si un candidat est amené & repérer ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie et
devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

e Les calculatrices sont interdites

’Le sujet comporte 5 pages‘

Questions indépendantes proches du cours:

Q 1 Montrer que le sous-ensemble Az (R) des matrices antisymétriques réelles de taille 3 est un sous-espace
vectoriel de M3 (R) et préciser sa dimension.

Z3n+2

= zeC.
mn.

Q 2 Déterminer le rayon de convergence et la somme de ), -,

371
Q 3 Déterminer le rayon de convergence de ano —

vn+1

Q 4 Donner le rayon de convergence et la somme des séries entiéres > nx™ et > n?z™ (pour x réel).

R* — R
Q 5 Montrer que la fonction f : sh(x) admet un prolongement de classe C* sur R.
€T —
er —1
. _ 1 1 .
Q 6 Soit M € M,, (R) vérifiant my; = 5 M22 = 3 et Vi € [[1,n]], m;; € Z.

Montrer que M n’est pas une matrice de projecteur.

Exercice 1:

Q 7 Justifier que la fonction arctangente est développable en série entiére sur un intervalle ouvert que [’on pré-
cisera et donner ce développement.

$2n+2

(2n+1)(2n+2)

Q 8 Donner le rayon de convergence de la série entiére Y -, (—1)" et préciser la somme de

cette série entiére.

Exercice 2:

Pour z € R, on pose f (z) =1In (1 + x + 2?)
Q 9 Justifier que la fonction [ est définie et dérivable sur R. Pour x € R, calculer [’ (z).
a b

Q 10 On pose j = i . Déterminer (a,b) € C? vérifiant: Yz € R, f' (z) = -+ =
x—j] x—]

+oo
Q 11 En déduire une suite réelle (ay), oy telle que Vo € |=1,1[, f(z) = > a,a™.
n=0

1



Probléme 1:
On considére ’équation différentielle suivante :
(1 —a)y —2(1+2)y +y=22°. (E)
Partie I - Solution particuliére de I’équation homogéne

Dans cette premiére partie, on souhaite déterminer les solutions développables en série entiére de I’équation
différentielle homogene associée a (F) :

(1 —a)y —z(1+z)y +y=0.  (H)

On fixe une suite de nombres réels (a,)nen telle que la série entiere ) a,a™ ait un rayon de convergence R > 0.

On définit la fonction f : |-R, R[ —R par :
+o00
Ve el - R, R[, f(x)= Zanx”.
n=0

Q 12 Justifier que la fonction f est de classe C* et que les fonctions f' et f” sont développables en série enticre.
Ezprimer avec la suite (a,)nen les développements en série entiére respectifs des fonctions f' et f” en précisant
leur rayon de convergence.

Q 13 Montrer qu’il existe une suite (by,),>2 de nombres réels non nuls telle que pour tout x €| — R, R[, on a :
+oo
(1= a)f"(x) — 2(1+2)f'(x) + f(2) = ag+ Y balan — an_1)z".
n=2

Q 14 Montrer que f est solution de (H) sur lintervalle | — R, R| si et seulement si ag = 0 et a,+1 = a, pour
tout n € N*.

Q 15 En déduire que la valeur de R et montrer qu”il existe A € R tel que :

AT

1—=z

Ve el —1,1], f(x)=

Q 16 Les solutions de l’équation (H) sont-elles toutes développables en série entiére sur |0, 1[¢
Partie II - Solution de (F) sur |0, 1] ou |1, +o0]

Dans cette partie, on désigne par I I'un des intervalles |0, 1] ou |1, 4o0].

On pose, pour x € I, p (z) = ] :
—x
D’apres la premiére partie, la fonction ¢ est solution de de (H) sur |0, 1[.

Soit y : I — R une fonction de classe C2. On définit la fonction z : I — R par la relation :

Veel, z(x)= y(w) c’est-a-dire y (z) = ¢ (x) x z ().

p(z)

Q 17 Justifier que ¢ est solution de (H) sur |1, +00]..

Q 18 Justifier que z est de classe C* sur Uintervalle I,.puis exprimer y, y' et 2" & Uaide des fonctions z et .
2



Q 19 Montrer que y est solution de (E) sur I si et seulement si z est solution sur I de l’équation différentielle :
2" + 2 =2z (Ey)

Q 20 Montrer que si z est solution de (E1) sur I, alors il existe A € R tel que :
, A
Veel, Z(zr)=-+u=.
x

Q 21 En déduire l’ensemble des solutions de [’équation différentielle (E) sur I.
Partie III - Solution de (£) sur |0, +0o[ (recollement)

In (1 + h)

Q 22 Montrer que la fonction g, définie sur]—1,1[\ {0} par g, (h) = -

C*> sur]—1,1].
|

En déduire que la fonction définie sur]0,+oo[\ {1} par g (z) = n(mi admet une prolongement de classe C* sur
Tz —

10, +o0l.

admet un prolongement de classe

Q 23 Déterminer l'ensemble des solutions de l’équation différentielle (E) sur ]0,+o0].

Probléme 2:

Le probléme est composé de trois parties qui ne sont pas indépendantes. On pourra admettre les résultats des
questions de ce probléme en les précisant dans la copie.
Etant donné un réel y, on considére 'équation différentielle (£,) suivante :

16 (2> —2) y" + (162 — 8)y' —py =0 (E,)

dont on cherche des fonctions solutions y sur l'intervalle ouvert |0, 1[.

I Partie I - Résolution dans le cas ot =0
Dans cette partie, on suppose i = 0, on cherche donc a résoudre sur |0, 1] 'équation
16 (z* — 2) y" + (162 — 8)y' = 0. (Ep)

Q 24 Soit f : x +— arcsin(2z — 1). Montrer que f est définie et continue sur le segment [0,1], dérivable sur
Uintervalle ouvert 10, 1] et calculer f'(x) pour z € ]0,1].

Q 25 Justifier que Vo € R\{0,1}, 262=8_ — /22 4 1/2

? 16(z2—x) x z—1

Q 26 En déduire les solutions de (Ey) sur |0, 1].



II Partie II - Recherche d’une solution particuliére dans le cas ;1 # 0

On suppose u # 0.
Soit y une fonction égale a la somme d’une série entiére de terme général a,x", de rayon de convergence R

supposé strictement positif :
+o00

Ve € |-R,R[, y(z)= Zanx”

n=0

+o00
Q 27 Montrer que y vérifie (E,) si et seulement si Y. [(16n* — u)a, — 8(n + 1)(2n + 1)a, 1] 2" = 0.

n=0

On supposera dorénavant que y est solution de (E,).
Q 28 Donner une expression de a, en fonction de ay.
Q 29 On suppose ag = 0. Donner une expression simple de y et préciser son rayon de convergence.

Q 30 On suppose ag # 0 et il existe p € N tel que p = 16p?.
Montrer que y est polynomiale et préciser son degré.

Q 31 Siag # 0 et il nexiste pas d’entier p € N tel que u = 16p?. Préciser le rayon de convergence de la série
entiére Y a,x™.

Q 32 Déterminer les solutions de (E,,) développables en série entiére.

Q 33 Euiste-t-il des solutions de (E,) non développables en série entiére?

IIT Partie III - Etude aux bornes de |—R, R[ d’une solution partic-
uliére
On se place dans le cas ot ap =1 et = 1.

Soit ¢ la fonction définie sur I'intervalle |—R, R| par la relation :

—+00

o) = Y a”

n=0

ot la suite (ay,), oy est la suite définie par les relations (R,,) et R est le rayon de convergence obtenu a la question
précédente.

—(4n)!

Q 34 Montrer que que Vn € N*, a,, = T (@2 x(@n=1) -

Q 35 En déduire que a, ~,_ m.

Q 36 FEtudier la convergence de la série Y a,z" enx = R et v = —R.



Exercice 3

On définit (uy), oy Par uo = 3 et Vn € N, upyy = kio ( Z ) U Uy
Pour = € R, en cas de convergence, on pose f(z) = iz .

Q 37 Etablir que ¥n € N,0 < % < 4"+,

Q 38 Montrer que f est définie sur 1 =] — ;.

Q 39 Prowver que f vérifie: Vx € I, y (z) = y* (z) : (£).

1
Q 40 Montrer qu’il existe un réel r € }0, Z] tel que Vo € |—r,7[, f(z) = 5.

Q 41 FEn déduire la valeur de w, pour tout entier naturel n.

Exercice 4

Soit z1, ..., x, et yi,...,y, des complexes.

14 211 T1Y2 s T1Yn
. . Toyr 142y T2Yn
Q 42 Calculer le déterminant de la matrice M = ) . :

Indication: on pourra s’intéresser a la matrice M — I,,.



CORRECTION DU DS2 (PSI)

QQuestions proches du cours :

R 1 Utiliser la régle de d’Alembert (vu en cours).

3n+2 ) (Zg)n (Z3)n . . . \ .
R2 Ona — =X et > — est la série exponentielle prise en z° qui converge pour z € R.
R3 Sixz#0 31
[ , POONS Uy = x ",
b vn+1
1
u - <1 si |z| < —= et la série CV 1
On a |—*| = ‘3>< 20— I3 xa? \{g donc R = —=.
Un ntl | nooo > 1 si |z] > —= et la série DV V3

V3

R 4 fait en cours.

R 5 La fonction f est de classe C* sur R*.

2o T 2 o T 2 o
sh(z) =oCn+1)! =2n+1)! ;=2n+1)!
Pourz e R*, on a f (z) = = = = .
et — 1 To0 T +00 anrl +00 "
=l ;0 (n+1)! n;o (n+1)!
P +00 2n +00 l,n
osons u (x) = — = etv(zr) = —_—.
( ) n;o (2n+1)! ( ) n;o (n+1)!

Les fonctions u et v sont DSE donc C* sur R.

Onav(0)=1etav(x)=e*—1#0 sixz#0 doncv ne s’annule pas sur R donc Y oest 0 surR et prolonge f.
v

R 6 Si M est une matrice de projecteur, d’aprés le cours tr (M) = rg (M).
1 1
Or d’aprés les hypothéses, tr (M) = = + = + k avec k € Z donc tr (M) & Z donc tr (M) # rg (M) donc M n’est

2 3
pas la matrice d’un projecteur.
Exercice 1:
R 7 Voir cours: Yx € |—1,1], arctan (z) = > (=1)" 1 et cette série entiére est de rayon de convergence
n=0 n

R=1.
R 8 Soit F' la primitive de arctan.vérifiant F (0) = 0. D’aprés le cours, par intégration terme a terme,
Vo€ |-1,1[, F(z) = 3 (=1)" .

FLILF@ = 2 ) oy 2

xr x x t

Or F (z) = [, arctan (t) dt = [t arctan (t)]; — [, mdt = rarctanz — £ In (2 + 1).

Exercice 2

2 1
ROVzeR, 1+x+2%>0 (car A <0). La fonction f est définie et dérivable sur R etf’(x):—l_i_x—:_ >
T+ x
. b b)x —aj?—bj
R 10 Ona1+x+$2:($—j)($—j2>C“)@Cj:ezz?’6t$ij+x_j2:(a+1)fxfjx? g
a+b=2 1 1

a pour solution (a,b) = (1,1) donc f' (x) = -+

L te . . .
esyseme{_ajz_bjzl 6 T—j  x—j2



R 11 On a donc f'(x) = —J + :ji (car 13 = 1).

1—z " 1_z
J J
— 52 —j +o0 n n
Si|x| < 1, alors f' (z) = i = = —j° Zo(%) —jz (%) donc
i 7 n=
oo 2 1 -
P = (= e = 8 crcos (AT Yo car
n=0

donc 32n+2 jn _ jn+1 +]n+1 _ QRG( n+1)
Le théoréme d’intégration terme a terme des séries entiéres entraine que

_ o0 2(n+1)m\ " i 2(n+ 1)\ a"t!
f(x)—f(O)—QnZOcos( 3 )n+1——27;)cos( 3 )n—l—l'

Probléme 1:

Partie I - Solution particuliére de I’équation homogéne

R 12 f est la somme d’une série entiére de rayon R > 0 donc f est C* sur | — R; R[ et on peut dériver terme a
terme a tout ordre; en particulier, elle est de classe C* sur | — R; R| et, pour x €] — R; R],

+oo +o0
::jzz7zanxn_l ::j{j(n,+—1)an+1w"
n=1 n=0
+oo +0o0
fll( o o 1 n—2 __ 2 1 n
x) = Zn(n Janx" Tt = Z(n +2)(n + 1)ap 4o
n=2 n=0

par propriété des séries entiéres, ces deux séries sont aussi de rayon R.

R 13 On a donc, pour x €] — R; R|,

+o00
22" (x) = Z n(n —1)a,a"
n=2—1
+o0 +o0
2 (x) = Z n(n — Da,z"™ = Z(n —1)(n—2)an,_12"
n=2 n=1
+oo
zf'(z) = Z na,x"
n=1
+00 400
2 f'(z) = Znanm’”“ = Z (n —1)a, 1z
n=1 n=2—1

Par conséquent,
2*(1 =) f"(z) — a(1 +2) f'(2) + f(2)

= ap+ Z[n(n —Da,—(n—1)(n—2)a,_1 —na, — (n— 1)a,_1 + a,]z"

n=1
—+0o0
= ao+2((n2—2n+1)an—(n2—3n—|—2+n—1)an,1)x”

n=1

= ag—l—Zn—l n— Qp_1)x".



Pourn =1, (n—1)> =0 donc, si on pose, pour n > 2, b, = (n —1)?, on a
+oo
(1= a)f"(x) — 2L+ 2)f'(2) + f(&) = ap+ > bulan — ap1)a”
n=2

R 14 Par unicité d’un développement en série entiére sur |—R, R|,
+00 oo
Ve € |[—R,R[, ag + >_ bu(an, — ap_1)z™ = 0 = > 02" si et seulement si ay = 0 et, pour tout n > 2,
n=0

n=2
bp(a, —a,—1) =0
Done, d’aprés la question précédente, f est solution de (H) si et seulement si ay = 0 et, pour tout n > 2,
bp(an, — an—1) = 0.
Or pour n > 2, b, # 0 donc, on obtient aprés changement d’indice,
f est solution de (H) sur | — R; R[ si et seulement si ag = 0 et, pour tout n € N*, a,1 = a,.

+o00
R 15 La série géométrique >, x™ est de rayon 1 donc on peut prendre R =1 et en posant A = ay, pour x €]—1;1],
n=0

+o0 +oo +oo Az
f(z) = /\Zm” = /\xX:x”_1 = )\xe” =1—%
n=1 n=1 n=0

R 16 Réciproguement, si A € R, la fonction x — est solution de (H) sur ] — 1;1] (raisonnement par

-
équivalence dans les questions précédentes).
1+ 1 . . . .
Or sur 0,1, (H) < v — My’ + ———vy = 0 équation homogéne normalisée o coefficients conti-
z2(1 — x) 22(1 — )
nus dont l’ensemble des solutions est un espace vectoriel de dimension 2 et ’ensemble des solutions DSE est

( T
vect | x —

] ) qui est de dimension 1 donc il existe des solutions non DSE.
-

Partie II - Solutions de (E) sur |0;1[ ou |1;+o00|

( cette partie met en oeuvre une méthode vue en exercice de cours: utiliser une solution connue pour faire un
changement de fonction inconnue)

R 17 On a déja vu que ¢ est solution de (H) sur]—1,1[. On vérifie que c’est le cas aussi sur |1, +oo| en dérivant
deux fois et en remplacant dans [’équation.

R 18 Onaz(z) = <i - 1) y(x) = 1_Txy (x) donc y (z) = ¢ (x) z(x) donc

On en déduit que iy = @'z 4+ pz' et y' = "2+ 2¢'2 + p2".

R 19 y vérifie (E) sur I si et seulement si

22(1 —2) ("2 + 292 + 02") (z) — (1 + z) (¢'z + p2’) (z) + ¢z (x) = 223 soit

2 (x) (2 (1 = 2)¢" () — 2(1 + 2)¢' (z) + 9z () + 2°(1 — 2) (2¢'2 + 92") (2) + —x(1 + x) (p2') (z) = 22°.
soit (1 — ) (2¢'2' + p2") (x) + —x(1 + z) (92') (x) = 223 car ¢ est solution de (H).

———— donc

(1-2)

2
22(1 — ) (292 + 2") (z) + —x(1 + z) (p2') (z) = x21 2 (x) + 2% (x) — .

—x -z
donc y vérifie (E) sur I si et seulement si v2" + 2’ = 2z (on peut simplifier car 0 & I ).
Remarque: (autre méthode)

On aurait pu mener le calcul en partant de z en fonctz'ogz de y:

or ¢ (x) = & donc ¢ (x) =

2
1
Z ( +x)ZI=I3Z”(J})—|—ZL'22I(J})




Z(x) = 1 1) y' () — %y(m) et 2'(r) = <i - 1) y"(x) — %y’(:c) + —y(z)
Pourz eI,
" / " 2 / 2 / 1
22(2) +2(2) = (1-2)y"(2) - —y(2) + Zy(e) + (1/z — y'(z) — —Zy(z)

1
= 5 (@1 —2)y"(2) -2l +2)y' (@) +y(2))
donc y est solution de (E) sur I si et seulement si z est solution sur I de l’équation
x2" + 2 =2

R 20 2z est solution de (Ey) sur I si et seulement si 2 = Z est solution sur (I) de l’équation
(Es) : zZ'+ Z = 2x.

1
L’équation homogéne associée o (Fs) est (Hs) : xZ'+ Z =0, équivalente o Z' + —7Z =0 (x ne s’annule pas sur
x
1
I). a:x+— — est continue sur I; une primitive de a est x — In(x) donc les solutions de (Hs) sont les fonctions
x
de la forme x +— Xe™™®) X € R, c’est-a-dire x — —.
x

x +— x est solution particuliére de (Es) donc les solutions de (Ey) sont les fonctions de la forme x — — + x.

Finalement, z est solution de (Fy) sur I si et seulement si il existe A € R tel que, pour tout x € I, 2'(z) = — +x.
T

2

R 21 Ceci équivaut a lexistence de i € R tel que, pour tout x € I, z(x) = An(x) + % + .

# 0 donc y est solution de (E) sur I si et seulement si il existe (\, 1) € R?
2
tel que, pour tout x € I, y(x) = % ()\ln(x) + T + M)-

1—=x

1
De plus, pour x € I, — —1 =
x

2
Les solutions de (E) sur I sont donc les fonctions de la forme

3
UL T
1

R w1

T

lorsque (\, 1) décrit R?.

Partie III - Solution de (E£) sur |0, +oo|

+o0 h™
R 22 Pour he]-1,1[,In(1+h) = 3 (—=1)"' — donc si h # 0,
n=1 n
In(1+h) = noy BT oo n h"
—_— = -1 —= -1 :
h ngl ( ) n n;l ( ) n+1
+o0 h™
La somme d’une série entiére de rayon de convergence R est de classe C™ sur |—R, R[ donc h — > (—1)" 1
n=1 n

est un prolongement de classe C* de g, sur |—1,1[ dont la valeur en 0 est 1.

In(1+h) b0
On note encore gy la fonction définie sur]—1,4o00| par ¢ (h) = { 0 si h # '
1sth=0

Pour x €10,2[; g(z) = g1 (x — 1) et g1 est de classe C*° sur]—1,1[ donc g est de classe C*° sur ]0,2].
Par théoréme sur les opréations, g est de classe C* sur |1, +oo[ donc donc est C* sur |0, 400].



R 23 Soit f une solution de (E) sur ]0;+oo[. Alors f est solution sur]0;1[ et sur|1;4+oc[. D’aprés la question
précédente il existe des constantes réelles \i, iy, Ao, 1o telles que

~ hwln(z)  2pa4a? ~ hxln(x)  2pyr 4 a?

Vx €]0; 1], t Vo €|1; , =
o A ) . In(x) o . .
e f doit étre continue en 1. On a hnq 1= 1 (limite usuelle) donc on doit avoir 2p, +1 = 2u, +1 =0 car
x—1 r —
24, 3
sinon iLm1 ;{f—j—;) = +o00. On a donc p; = iy = 5 Dans ce cas,

Mz ln(z 3 — Mz n(z T T
vo €01l fz) = 1—;)+2(1—x)_ 1—2:)_ (12+)

Va €]1; 400, f(z) = )‘2155111;37) B :c(12+ x)

On obtient que 111{1 flx) ==X N —1et lim f(z)=—Xy— 1 donc A\; doit étre égal a \s.

r—1+

On obtient donc qu’il existe A € R tel que

vz €]0; +oo]\ {1}, f(z) = Aflf(;”) _ ”“"“2”) et F1) = —A+1.

soit, si on note encore g le prolongement (de g) obtenu dans la question précédente,

a:(l—l—x).

Va €]0; +oof, f(z) = —Azg(x) - =

e D’aprés la question précédente, la fonction g est de classe C* sur |0, +oo[ donc f est de classe C* donc de
classe C?sur 10, +oo|.

e montrons que l'équation (E) est vérifiée enx =1: Sixz # 1, 2*(1 —2)f" (x) — (1 +2)f' (z) + f (x) = 222
En passant a la limite lorsque x tend vers 1 (car f, [’ et f" sont continues), on obtient que —2f" (1) + f (1) =2
donc (E) est vérifiée en x = 1.

Probléme 2

Probléme:
Partie I - Résolution dans le cas ou =10

R 24 S5i0<x<1alors2x—1¢€[-1,1] et v — arcsin(x) est définie et continue sur [—1;1] donc f est continue
sur [0, 1].
Si0<x<1alors2x—1¢€]|—-1,1] et © — arcsin(x) est dérivable sur |—1,1[ donc f est dérivable sur]|—1,1].

1 2
De plus f' (z) =2 x = = L S—
p f ( ) \/1 ~ (2$ B 1)2 \/41. — 42 \/x(l—x)

R 25 Réduisons au méme dénominateur :

2, 12 _w-1/2 168 162 — 8
v -1 az(x—-1) 16z(x—1) 16(22— )

10



R 26 e Equation équivalente portant sury' :
Sur Uintervalle 10,1] (Eo) < y" + 1(6“" 8)y =0& 22+ 15(6:69”2 i)z =0 avec z=y
On a donc

1/2 1/2
y vérifie (Ey) ssiy' vérifie (E*): 2 + (L + %) 2=0 e z=41
r T —
e Résolution de (E*):
Posons a(z) = 142 + %, une primitive sur [0, 1] est A(z) = sInz+ fIn|z — 1| = $Inz + FIn(1 — z).
Les solutions de (E*) sur0,1[ sont: ¢, : & +— Ce™ 4@ = Ax_l/z( x) 1/2 = \/x(l—x pour A € R.
e Retour a (Ey) :
les solutions de (Eg) sur |0, 1] sont les fonction y telles que z =y est solutions de (E*) sur]0,1]
c’est-a-dire telles qu’il existe A € R, 3/(z) = (—1 Af'(x).
On en déduit que les solutions de (Ey) sur |0, 1] sont les fonctions :

fap:x— Af(x)+ B = Aarcsin(2z — 1) + B ou A, B € R.

Partie II - Recherche d’une solution particuliére dans le cas =0

R 27 Soit une fonction y : x — > a,x"™, somme d’une série entiére de rayon R > 0.
n=0
+oo
Le th de dérivation terme a terme des séries entéres donne: y'(x) = > na,a™ ' et y"(x) = > n(n — 1)a,z" >

n=2
donc 16 (z* )y”—l—(16x—8)y —uy=0
+oo Foo
& 16 > n(n — 1)a,z” —162 n(n — 1)a,z"" 1+162nanaz —SZnanx” LY apz™ =0
n=2 n=0

n=2 n=1 n=1
400 400 400 +o00 +o0
<16 Y nn—1aa"—16 >, (n+1)na,2"+16 > na,z"—8> (n+1)apa™—p >, aa™ =0
n=2(ou 0) n=1(ou 0) n=1(ou 0) n=0 n=0

+o00
< > (16n(n — 1a, — 16 (n + 1) nay41 + 16na, — 8 (n+ 1) api1 — pay) ™ =0
n=0

+o0o +oo
& Y [(16n% — p)a, —8(n+1)(2n + 1)a, ]z =0= > 0z".
— n=0
R 28 Par unicité du DSE,
La fonction y est donc solution de (E,), ssi Vn € N, (16n* — u) a, — 8(n + 1)(2n + 1)a,+1 = 0.s0it

__(@6n?—p) o (16n° —p) ,
nEN, an = g N G D T I @ 4 1) (£n)
On en déduit
L (16(n—1)2—u)a ~(16(n—1)*—=p) (16(n—2)* = p) .
" o4@2n)@2n—1) TN 4@n)@2n—1) 4(2n—2)(2n—3) "7
(16 —1)*—p)  (16(n—2)*—p) (16 (0 — 2)* — p)
T T en)en— 1) 4n—2)@n—3) T axzx1 M

(La relation (R,,) est appliquée pour la derniére fois pour exprimer ay en fonction de ay soit pour n = 0, ce qui
explique la valeur des dernier facteurs du produit.
n—1
k=0 (16]{2 _ :u) (*)
4n(2n)!

pour tout n € N*,  a, = ag

On peut vérifier cette relation pra récurrence. 1



R 29 Siay = 0, alors pour tout n € N,a,, = 0. La fonction y est la fonction nulle, somme de la série entiére
nulle de rayon de convergence +00.

n—1
k=0(16k2—u)
4n(2n)!
la formule (*) donne a, = 0 d’abord, et ensuite: ¥Yn > p+ 1,a, = 0. Dans ce cas, toute solution développable en

série entiére est un polynoéme de degré p. (On note dans ce cas I = R).

R 30 Siag # 0 et u = 16p* pour un entier p, on a a, = ag pour toutn € [[1,p — 1]]. Aurangn = p+1,

n—1
IT (16k%—pu)
R 31 Siag #0 et u n'est pas de la forme p = 16p?, alors a,, = ao’cz‘lnw pour tout n. Posons u, = a,x".
n?— [ n?— . u 7. s
Onaap, = %an donce Z:l = 8(£f1)(2:21)x donc lim,,_, o, |[=2| = |x|, et donc en utilisant le théoréme

de D’Alembert : .

- Si|z| < 1, la série numérique >, a,x™ converge absolument,
n=0
400

- Si|z| > 1, la série numérique Y, a,a" diverge grossiérement.
n=0

On en déduit : R =1 (On note dans ce cas [ =]—1,1]).

R 32 Comme on a raisonné par équivalence dans la question 27, les fonctions obtenues sont bien solution de
(E,) (sur lintervalle I obtenus précédemment)

+o00

R 33 Soit yg : © — > a,a™ la fonction obtenue pour ag = 1. L’ensemble des fonctions développables en série
n=0

entiére solutions de (E,) est égal a vect (yo).

L’ensemble des solutions de (E,) (homogéne normalisée d’ordre 2) sur I est un espace vectoriel de dimension 2

donc 1l existe des solutions non développables en série entiére.

Partie III - Etude aux bornes de |—R, R[ d’une solution particuliére

R 34 Premiére méthode: récurrence (adaptée car on donne le résultat)
onaayg=1,u=1, et donc:
Premiére méthode: récurrence (adaptée car on donne le résultat)

_ —(4n)! _
Onaa =—1 et @)@ vaut —1 pOZTT’L— 0.
Soit n € N*. Supposons que a,, = —( ZTL) .
427 ((2n)!)" (4n — 1)
(4n—1)4n+1) (4n +1) —(4n)!

On aany = 4(2n +2)(2n + 1)% ~ (4n+ 4)(4n + 2) 427 ((2n)1)?

(4n+ 1)(4n +4)(4n +2) (4n+3) —(4n)!
(An+4)(4n +2))>  (4n+ 3) 427 ((2n)))?
donc a. .- — —(4(n+1))! _ —(4(n+1))!
. ."“h\ 4l>< 4((2n+2)(2n + 1))2420 ((2n)))* (4n +3) 422 (2(n+1))’ @ (n+1)—1)
Deuqa:z'éme méthode: ‘

donc a,y1 =

vne N, a,=

hoo (16K° — 1) [Tio(4k — 1)(4k + 1)
47(2n)! 47(2n)!

(**)

Notons P, le produit des entiers pairs, I, le produit des entiers impairs, compris entre 1 et 4n, de facon que

12



(4n)! = P,I,,. Pour le produit des pairs, on a P, =2 x ... x (4n) =2 x 1 x ... x (2n) = 22"(2n)!
Considérons ensuite le produit :

n—1
Qn=(4n—-1)x H(4k—1)(4k—|—1) =—-1-1-3-5-7-9-...-(4n—=5)-(4n—-3) x (4n—1) = -1,
k=0
On a donc : o
(4n)! = P,I, = 2°"(2n)! - (=Qn) = —2°"(2n)!(4n — 1) x [ [(4k — 1)(4k + 1)
k=0
On en déduit que
—(4n)! 1 —(4n)!

= 9 (2n)I(dn — 1) 4°(2n)! 227 ((20)1)? (4n — 1)

R 35 la formule de Stirling donne:  (4n)! ~, o e 4 (4n)*"\/2mdn = e~ 444 n4n2\/27tn et
(2n)! ~poo €72(20)2"V 220, (20)17 ~p oo €7 M(20) 12120 = e 142 227120 (on a bien 2" = 42" ) donc :

—(4n)! e~ n4innin9\/2mn —vn -1

A, = N =
"42n(2n)12(4n — 1) T et 2npindondn | 4/2rn? | Av2nnd/2

+o00o +o0 400

R 36 On a R = 1. Etudions la convergence des séries numériques >, a,1" = > a, et Y a,(—1)"
n=0 =

1 =
On a|ay| ~n—oo ywormerkL! la série de Riemann Zo —7z converge. Nos deux séries numériques convergent donc
n=

absolument.

Exercice 3:

R 37 Récurrence forte!
Comme ug = 3, on a uy; = u% =9 et uy = 2ugu; = 54.
Ainsi, on a bien 0 < 8 =3 <4 =41, 0< B =9<16=4"" et 0 < B =27 <64 =471,

Soit n = 3 tel que Yk € [[0;n]],0 < 3 < AML alors upy = ( Z ) Uplp_ = 0 car ug,- -+ ,u, sont positifs.
=0

De plus, par hypothése de récurrence, u,i1 = Y ( " ) Uy, = N Z “’““" B plghtIgn =k — (n 4 1)14n+2

TS
im0\ K )
done (Z—L:)' < 42,

Par principe de récurrence forte, on a établi que Vn € N,0 < & < gntt,

R 38 Comme Vn € N,0 < < 4™ et d’apreés a., le rayon de convergence de la série entiére 0 grtlgn

vaut § car ((4 x z)" )neN est bornee si et seulement si |x| < 3. D’aprés le cours le rayon R de la série entiére

Zn>0 sna™ vérifie R > 7. Ainsi, la fonction f, qui est la somme de cette série entiere, est bien

définie sur I =] — %; 1[C ] R;R[.

Iy

+o00o

R 39 On dérive terme o terme doncVx € I, f'(x) = Z nim = Y ™ 4 Uintérieur de Uintervalle ouvert
n=0

+o00 n
de convergence et aprés changement d’indice. On a donc Vx € I, f'(x) = Z ( o (ank)!> " Car( Z ) =
=0 \k=0

k,(n—k On reconnait un produit de CAUCHY, valide puisque I C]—R; R |, et on a f'(z) = f(x)?. Par conséquent,

[ est bien solution sur I de l'équation (E) : vy = y>.
13



R 40 Comme f(0) =3 # 0 et que f est continue sur I, il existe r > 0 tel que VYx € |—r, 7|, f (x) # 0.

On a donc Vz € ]—T,T[,% =1 donc Vx € |—r, 1], % —-1=0.
1 f'(x)

Orxw— Ty T est une primitive de x — Tz — L osur |—=r, 7] donc est constante sur l'intervalle I.

1
Or f(0)=3 doncC’:§ dochxG],fL—l—m:% et f(r) =2

(z) 1-3z°
+o0 +oo
R 41 Or si|z| < r, alors T3z = 33 (3x)" = 3 3" done, par unicité du développement en série entiére
— o n=0 n=0
u
de [ sur]—r,r[, on obtient — = 3"+ donc u, = nl3"*.
n!

Exercice 4

TiY1 T1y2 - TilYn
TolY1 X2Y2 L2Yn .
R 42 Posons A= M—1, = . . . La matrice A est de rang 0 ou 1 car les colonnes sont
Tpl1 .- Tnn
gl
T2
toutes colinéaires a
T
Si f est conoiquement associée a A, en complétant une base de ker (f) (dim (ker (f)) > n — 1) en une base b, la
0 -+ 0 2
matrice de f dans b est de la forme A" = 2| ortr (A") =tr(A) donc z, = > x;y; et Il existe
Do o n=1
0 ... 0 2z,

une matrice carrée P inversible telle que P~1AP = A’.

Ona P *MP=1,+ P 'AP donc det (M) =det (P"'MP)=1+2,=1+ Y zy;.
n=1

14



COMMENTAIRES

Remarques générales:

e Ne pas oublier avant le calcul sur une série entiére de préciser pour quelle valeur de x le calcul est valable.

e Lorsque le résultat de la question est donnée et qu’il s’agit d’un calcul, le correcteur doit pouvoir suivre le

calcul sans effort. Si vous faites 50 choses en méme temps il ne pourra pas le faire. N’intervertir ’ordre des
termes que si c’est nécessaire.

e Pas de point pour la régle de d’Alembert lorsqu’elle est inutile.

Remarques par question:

e Q1 la forme d’'une matrice antisymétrique est supposée connue

La liberté de la famille obtenue doit étre justifiée.
La phrase les matrices sont des combinaisons linéaires des matrices élémentaires donc la famille est libre est
absurde puisqu’elle est vérifiée pour toutes les familles de matrices

Q2 lorsqu’on voit que la série entiére & étudier se raméne a une série connue dont on connait le rayon
convergence, il est inutile de calculer le rayon de convergence de cette série entiere On peut commencer par
écrire si |z| < R’ et calculer sans connaitre R.

Q3 attention la régle de D’Alembert n’est pas une équivalence. Il faut mentionner les deux cas pour pouvoir
conclure.

Q7 et 11 lorsqu’on intégre terme a terme un développement en série entiére c’est entre 0 et x. Voila pourquoi
il ne faut pas oublier la valeur en 0 de la primitive choisi.

Q8 si on reconnait qu’on peut appliquer le théoréme d’intégration terme & terme, il est inutile de chercher
le rayon de convergence de la nouvelle série entiére qui a le méme rayon que la série qu’on intégre.

T n
Q11 erreur fréquente dans la primitive de (—)
J

Q12 éviter de parler de la série entiére f” ce qui n’a pas de sens puisque f’ est une fonction et non pas une
série entiere
Q13 ne pas trainer longtemps des puissances différentes de x. Les changements d’indice pour se ramener a

des x-"n partout doivent étre fait rapidement

Q14 invoquer le théoréme d’unicité des coefficients d’une série entiére sous forme d’équivalence et ne pas
oublier quel que soit n dans la conclusion

Q15 la série entiére est géométrique inutile de calculer le rayon avec la régle de d’Alembert.
Lorsqu’il manque les premiers termes a une série géométrique il est toujours plus facile de factoriser par x
a une certaine puissance que de retrancher les termes manquants

Q19 la simplification des termes en z di au fait que fille et solution de I’équation h doit apparaitre clairement.
Cela d’autant plus que le résultat final est donné.

Q 18 & 21 pour pouvoir conclure sur les solutions de 1’équation différentielle il faut avoir raisonné par
équivalence

15



Q22 deuxiéme partie de la question écrire posons x = 1 + h ne permet pas d’apporter une réponse satis-
faisante. Il faut voir comment la nouvelle fonction g s’obtient & partir de gl comme composé pour appliquer
le théoréme de composition de fonctions dérivables

Q23 prendre des constantes différentes sur I'intervalle 01 et sur I'intervalle 1 plus ’'infini

Utiliser le caractére C2 de la fonction g permet d’éviter de refaire des calculs qui découlent de la question
22

Q24 e mentionner le domaine de continuité et de dérivabilité de la fonction arcsinus qui est a la base de tout
e Dire la composée de deux fonctions dérivables sur |0, 1[est dérivable sur ]0, 1| est faux.
e A quelle condition le théoréme de composition de fonctions dérivables s’applique-t-il ?

Q25 comme le résultat est donné on peut partir du manque de droite et se contenter de réduire le méme
dénominateur

Si vous faites le calcul de gauche a droite on ne comprend pas comment vous arrivez directement au résultat.
Q26 confusion entre 3y’ et y dans certaines copies

Q32 mentionner que le raisonnement fait en q27 est une équivalence

Q33 e les polynomes sont des séries entiéres particuliéres
e ] s’agissait d’un raisonnement sur la dimension de l’ensemble des solutions
e La fonction nulle ne peut pas faire partie d’une famille libre!

Q34 le résultat étant donné, il faut que le correcteur puisse suivre votre raisonnement qui méne au résultat.

Q 36

e équivalent n’entraine pas petit o mais entraine grand O.

e On peut raisonner par équivalent dans le premier cas puisque la série est & terme positifs

e attention & ne pas utiliser le critére avec équivalent pour conclure a la convergence dune série dont les
termes ne sont pas de signe constant. (Commencer par I’absolue convergence avant de se lancer dans les
séries alternées)

Q37 un terme de la suite dépend de tous les précédents. Il faut donc faire une récurrence forte
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