DMS5 pour vendredi 16 octobre 2026

Exercice 1:

1 -1 -1 1 0 0
Soit A= -2 3 4 eteD=10 -1 0
2 -1 =2 0 0 2

Q 1 Déteminer les valeurs propres de A et montrer que A est semblabe a D.
Q 2 Calculer (D — I3) (D + I3) (D — 21I3)
Q 3 En déduire que (A — I3) (A+ I3) (A —2I3) = 0.

Q 4 Déterminer les sous-espaces propres de A et donner une matrice P € M3 (R) telle que P"*AP = D.

Exercice 2:
Soit A une matrice carrée de taile n. On suppose que A est de rang 1.

Q 5 Montrer que A est semblable & une matrice A’ dont les n — 1 premiéres colonnes sont nulles.
(indication: on utilisera le théoréme de la base incompléte).

Q 6 En déduire que tr (A+ 1) =n+tr(A) et det (A+1,) =1+ tr (A).
(indication: on utilisera la matrice A’).

Exercice 3: endomorphisme de M, (R)

, f Ma(R) = M, (R)
SmtAE/\/ln(R)etgo.{ Mo AM
Q 7 Montrer que ¢ est un endomorphisme.
Soit b une base de M,, (R). Quelle est la taille de la matrice de ¢ dans la base b?

a c
b d )’
On considére la base b = (E11, Ea1, B2, Eas) de My (R) (E; ;, matrice élémentaire définie en cours).

Q 8 On suppose quen =2 et A =

a Pour (i,j) € [1,2])%, calculer o (E;;) et exprimer ¢ (F; ;) comme combiaison linéaire d’éléments de b.

b Ecrire la matrice de ¢ dans la base b. Ezxprimer la trace et le déterminant de ¢ a laide de la trace et du
déterminant de A.

Exercice 4:

Soit n € N*. Soient A, B,C, D € M, (K). Soit M = (%‘%) € My, (K).

Q 9 Montrer que : det (M) = det(A + B)det(A — B).

Q 10 Donner une condition suffisante sur A et B pour qu’on aie: det (M) = det (A% — B?).
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Q 11 On suppose D inversible.

a Trouwver des matrices U, V, XY € M, (K) t. que : (T‘ﬁ) = < 0, ‘ V ) ( Y ‘[n )

b Montrer que si C et D commutent, alors : ‘ é IB; ‘ = det(AD — BC).

c Utiliser la question 1 pour trouver un contre-exemple qui montrer que, pour n = 2, la formule ci-dessus peut
étre fausse si C' et D ne commutent pas.

Exercice 5:

Soient (ty,), e« €t (Un),cn+ deux suites de nombres réels strictement positifs.
n

Pour tout n € N* on pose a,, = upvp,, P, = [ (14 ag) et :

k=1
1 —v; O 0
{ 1 —v; O up 1 —wy
A = " fl Ag =1 u; 1 —u et Vn=>3,A,=1| 0 ug . el 0
! 0 (%) 1
1 -,
0 0 u, 1

Q 12 Calculer Ay et Ay et montrer que : ¥Yn > 3, A, = A_1 + a, A _o.

Q 13 Montrer que la suite (A, . est monotone; préciser dans quel sens.
neN

Q 14 Montrer que : ¥Yn € N*, A, < P,.

Q 15 Montrer que si la suite (Ay), oy converge, alors la série ) a, converge.
Indication : on pourra étudier la série de terme général t, = A, — A,_1.

Q 16 Montrer la réciproque.
Indication : on pourra étudier la série Y In (1 + ay,).

EXERCICE 6:

On se propose de déterminer les fonctions f : R — R deux fois dérivables et vérifiant:
(&): Ve eR , f"(z)— f(—x) =cos () +x
Soit f : R — R deux fois dérivable.
Q 17 Justifier qu’il existe un et un unique couple (g,h) de fonctions de R dans R telles que

f=9+h,
g est paire et h est impaire,

g et h sont deux fois dérivables sur R.

Q 18 On suppose f décomposé sous forme g+ h comme dans la question précédente.
Montrer que f est solution de (£) si et seulement si g est solution d’une équation différentielle (£1) et h est
solution d’une équation différentielle (E2) (on précisera les équations (&) et (&) ).

Q 19 En déduire les solutions de (E). 5



CORRIGE DM 5

Exercice 1:

R 1 On obtient x4, = (X —1) (X 4+ 1) (X —2) donc sp(A) = {-1,1,2}.

A est de taille 3 et admet 3 valeurs propres distinctes donc est diagonalisable et ses sous-espaces propres sont de
dimension 1.

Soit Uy, Us, Us des vecteurs propres associés respectivement a 1,—1, 2.

La famille b = (Uy, Uy, Us) est une libre d’aprés le cours donc base de Ms; (R).

Si f est canoniquement associée & A et by la base canonique de Mz (R) , alors mat, (f) = D = P~'AP avec
P =Py

R 2 Par propriété du produit de matrices diagonales,

0 0 O 200 -1 0 0
(D—IL)(D+ L) (D—2;)=| 0 —2 0 00 0 0 -3 0 | =04
0 0 1 0 0 3 0 0 0
R 3 (D— 1) (D +I3) (D — 2I3) = mat, ((f —id) o (f +id) o (f — 2id)) donc (f —id) o (f +id)o (f — 2id) = 0.
Or (A—1I3) (A+ I3) (A — 2I3) = maty, ((f —id) o (f +id) o (f — 2id)) donc (A — I3) (A+ I3) (A — 2I3) = 0.
1
R 4 La résolution de AX = X avec X € M3, (R) donne Ey (A) = vect (Uy) avec Uy = | —1
1
0 1
De méme E_; (A) = vect (Uy) avec Uy = | —1 | et Ey(A) = vect (Us) avec Us = | —2
1 1
1 0 -1
On a donc D = P7'AP avec P= Py, = | -1 -1 2
1 1 -1

Exercice 2:

On suppose que A est de rang 1

R 5 Soit f est canoniquement associée a A et by la base canonique de M, 1 (R).

Le théoréme du rang entraine que dim (ker (f)) = n — 1. Soit (eq,...,e,_1) une base de ker (f), complétée en b
base de M, 1 (R).

0 - 0 a
La matrice de f dans b est de la forme A" = ] o et il existe P € GL, (R) telle que P1AP = A,
0 - 0 a
R6 Onatr(A+1,) =tr(A)+tr(l,) =n+tr(A).
10 --- 0 aq
0 )
De plus, P1 (A+L)P=A+1,= 0 : qui est semblable a A+ I,,.
: o1 Ap—1
0o0 -+ 0 1+a,

On a donc det (A+1,) =det (A’ + 1) =1+a, =1+tr(A) =1+1tr(A).
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Exercice 3:

R 7 La linéarité découle immédiatement des propriétés du produit matriciel.

10 0
RS&MEW:(Z 2)(0 o)z(z o)zaELl*bE?vl
00 0
P (Ba) = ( 2)(1 0 _<ccl 0>_CE1’1+dE21
0 1 0
SD(ELQ):(Z ;)(0 0):(0 Z):aEzg-f—bEn
00 0
@(EZZ):(Z ;)(0 1):(0 §>:CE1,2+CZE22
a c 0 0
L | bdo0oO0]| (A0 )
On en déduit que maty (@) = 00acl™ <T‘T) notée M.
00 b d

a On en déduit que tr (p) = tr (M) = 2tr (A) et det (p) = det (M) = det (A)* (par la formule du déterminant
triangulaire par bloc).

Exercice 4:

R 9 e Par opération sur les lignes et les colonnes, on a :

A | A|B-A4 _ | A+B| 0 . B

o o o L I, L|-I,\ (A+B| 0 o
o Autre méthode: multiplication matricielle: ( 0 ‘ T, ) M( 0 ‘ T ) = ( 5 ‘ 1-5 ), puis l'on prend

le déterminant...

R 10 Comme det (A+ B)det(A — B) = det((A + B)(A — B)) = det (A?> — AB + BA — B?), d’aprés la question
précédente, il suffit que AB = BA.

(identité de Bernoulli pour n = 2 si les matrices commutent).

R 11 a Par produit par blocs, on a : ( [n ‘ u ) ( X ‘ On > = ( X +UY ‘ u > Donc il suffit de trouver

0n \ % Y \ I, VY \ 1%
X+UY =A
U = B . 11 . . -1
UV, XY telles que : VY _c soit V=D et U = B; d'oA" comme D inversible : Y = D™'C, et
V =D

X =A-BD1C.

b D’aprés les formules de déterminant d’un produit, et de déterminant d’une matrice trian- gulaire (supérieure
ou inférieure) par blocs , on a :

(det. d’un produit) = det(V)xdet(X) = det(D)xdet (A — BD'C) = de

ol

U] |x]|o.
ClD| [0, V| Y|,




c Dans 1a, il suffit de prendre A = D = 0 1) etC:B:<1 0>. AlorsAD—BC’:(l O>_

10 0 0 0 1
10 0 0 ) _
(O 0)—<0 1),d0udet(AD—BC)—
Et par ailleurs, d’aprés la formule de la question 1a, on a alors :
AlB| |A|B]| R 1 —1|_

Exercice 5:

R 12 Calcul de A et Ay :
On a Ay =14+ uvy =14 ay et d’aprés la régle de Sarrus,

A2:1+u11)1—|—u21)2:1—|—a1+a2.

Relation : VYn = 3, A, = Ap_1 + anA o

Notons A la matrice d’ordre n+ 1 telle que, selon l’énoncé, A, = det(A).

Pour tout i, j, notons A(i, j) la matrice A privée de la ligne i et de la colonne j.
Le développement du déterminant A, par rapport a la derniére colonne donne :

A, = (=1)D (—p ) det(A(n, n+1))+(—1) DT s 1 sdet (A(n4-1, n+1)) = det(A(n+1, n+1))+v, det(A(n, n+

Il est clair que det(A(n +1,n+ 1)) = A,_1 et par ailleurs :

1 —u 0 e 0
w1 . :
det(A(n,n+1))=1| o . . <-. 0 deot L, UnAp .
Up—o 1 —vp
0 0 Up

D’ov : An = An—l —+ unvnAn_g = An—l -+ anAn_Q.

R 13 La suite (Ay,), - st croissante :
Montrons par récurrence double surn > 1 que A,, >
o (est clair sim =1 oun =2 compte tenu des valeurs obtenues précédemment.
e Sin > 3, supposons le résultat vrai aux rangs n — 1 et n — 2.
Alors A, = A1+ a, A2 > 0, ce qui prouve le résultat au rang n.
On en déduit: ¥Yn > 3, A, — A1 = a,A,_o > 0.
Par ailleurs, Ay — Ay = as > 0, donc la suite (A,,) est bien croissante.
Autre idée : montrer par récurrence simple surn > 1 la relation A, 1 > A, > 0.
L’hérédite se montre par : Ay,io = Api1+ anpoly = Ay,
N——

>0
R 14 Relation: Yn € N*, A, < [ (1 4+ ax) :
k=1

Montrons par récurrence double sur n € N* la relation : A, < [] (1 + ax)
k=1

e Sin=1,A1 =1+ a,.
e Sin=2Ay=1+a;+as<14+a;+ay+aaz=(14ay)(1+az).
e Sin >3, supposons le résultat vrai auzx rangs n — 1 et n — 2. Alors, on a :

n—2 n—2 n—2

A=Ay tanA, f[ L+ ar)tan [JA+a) = (14 ans+an) [J (0 +a) <A +ana) (1 +a,) [] (1 +ar)

k=1 5 k=1 k=1



Autre méthode (astucieuse) :

Ona:A,=A1+a,0, 2 <A1+ a,A,_1, car la suite (A,) est croissante et a,, > 0.

On obtient donc A, < (1+ a,) A,_1 et on peut prouver le résultat par récurrence simple (relation vraie o partir
de n =3, donc récurrence & partir de n = 2; prouver n =1 a part).

R 15 Comme la suite (A,) est croissante et que Ay =1+ a; > 1, on a pour tout n > 3, donc :
0<a, < anAan = An - Anfl-

Si la suite (A,,) converge, alors par télescopage, la série Y A, — A, _1 converge,
donc par théoréme de comparaison pour les séries a termes positif, la série > a, converge.

Variante : comme la suite (A,) converge (soit { sa limite) et est croissante, on ¢ > A, = Ay > 0. Donc { # 0,
donc A\,_9 ~ /.

n—-+o0o

Ainsi la relation A, = A,_1 + a,\,_o s’écrit a, o % (A, — A,_1), et on peut conclure par comparaison avec
—

une série télescopique convergente.

R 16 Si la série Y a, converge, alors lim (a,) =0 d’ou In (1 + a,) ~ a, > 0, car In(1 + z) ~, T
Par théoréme de comparaison pour les séries & termes positif, la série Y In (1 + a,) est de méme nature que . a,

donc converge, c’est-a-dire que la suite S, = > In (1 + ay) de ses sommes partielles converge.
k=1

Or P, = e, et l’exponentielle est continue, donc la suite (P,) converge aussi.

Or la suite (P,) est clairement croissante, donc :

A, <P, <lim(P,).

Ainsi la suite (A,) est majorée; comme par ailleurs on a vu qu’elle est croissante, d’apreés le théoréme de la limite
monotone, la suite (A,) converge.

EXERCICE 6:

R 17 On raisonne par analyse-synthése:

Supposons f = g+ h et f est paire et g est impaire. alors Vx €

{ f(x) =g () +h(x) dom{g(x):%
f(=z) =g (=z)+h(—z) =g (z) - h(z) hz) =3

ce qui entraine l'unicité du couple (f,9).

Réciproquement, siVx € R, g(z) = 3 (f (z) + f(—2)) et h(z) = % (f (z) — f(=x)), on vérifie que

f =g+ h, g est paire et h est impaire.

De plus, comme [ est deux fois dérivable, = — f(—x) lest aussi et donc g et h le sont aussi.

R 18 On a

&) & ¢"(x)+h"(x) —g(—2) — h(—x) =cos(z) +x
& ¢"(x)—g(x)—cos(z)=—h"(z) —h(x)+x

Or doncVx € R ,g(x) = g(—x) donc en dérivant (x — g (—x) est dérivable déjo vu) Ve € R ¢ (x) = —¢' (—x).
Autrement dit, la dérivée d’une fonction paire est impaire et, de méme la dérivée d’une fonction impaire est paire.
On en déduit que g" est paire et b est impaire donc v — ¢" (x)—g (z)+cos (z) est paire et x — —h" (x)—h (z)+x
est tmpaire.
Une fonction u qui est paire et impaire est nulle (u(—z) = u(z) = —u (z)) donc

(

g" (x) —g(x) —cos () =0: (&)
<5>‘:’{ @) )+ ()



R 19 Les solutions de (H1) sont les fonctions x — Asinh (x) + Bcosh (x) donc On peut chercher une solution
particuliére de (£1) : g" (x) — g (z) = cos (z) sous forme x — acos (x) + bsin (z) et on trouve que x — —3 cos (z)
est solution donc g vérifie (€1) si et seulement si 3(A, B) € R, Va € R g (z) = Asinh (2) 4+ B cosh (z) — 1 cos ().
Les solutions de (Ha) sont les fonctions x — C'sin (x) + D cos (x) donc on peut chercher une solution particuliére
de (&) : B (x) + h(z) = x sous forme x +— ax + b et on trouve que x — x est solution donc h vérifie (E2) si et
seulement st 3(C, D) € R?,Vx € R h(x) = C'sin (x) + D cos (z) + =.

On en déduit que f vérifie (€) si et seulement si

3(A,B,C,D) € R Vz € R h(x) = Asinh (z) + Bcosh (z) — £ cos (z) + C'sin (z) + D cos (z) + .



