Corrigé de CCP 2013 Math2 PC

Partie I : calculs préliminaires

I-1.

1— t
[-1.1. Soit f la fonction définie sur ]0; 400 a valeurs dans R telle que, pour ¢ > 0, f(t) = S ot

t2
f est un quotient de fonctions continues sur ]0; +00| donc f est continue sur cet intervalle.

Par limite usuelle, 1111(1) f(t) = 3 donc f est prolongeable par continuité en 0 et par conséquent intégrable
_)
sur |0; 1].
2 1
Pour tout ¢t > 0, —1 < cos(t) < 1 donc 0 < f(t) < e 2> 1donct— 2 est intégrable sur [1;+o00] et,

par comparaison, f est intégrable sur [1; 4o00].
On peut alors conclure que f est intégrable sur |0; +ool.
I-1.2. Soit A > 0.

sint Asint
t— — est continue sur ]0; A] et est prolongeable par continuité en 0 donc / ——dt existe.
0

sint

A
I-1.3. Soit A > 0 et € €]0; A]. On pose I(g, A) = / Tdt.

1 1
On pose u(t) = o V'(t) =sint et W/ (t) = — v(t) =1 — cost.

u et v donc de classe C* sur le segment [g; A] donc, par intégration par parties,

I(e.4) — {1 cost} +/ 1 cos(t)dt

t 2
l—cosA 1- A1 —cos(t
B cosA cose +/ cos( )dt
A £ . t2
g2 . 1—cose .
Quand ¢ tend vers 0, 1 — cose ~ 5 donc hn[l) —— =0 et, en remarquant que K et D(A) existent,
e— e
on peut faire tendre ¢ vers 0 pour obtenir :
1 —cosA A1 — cost
DA) = ——— ———dt
W=-—2+ [ =
1—cosA 2 1 —cosA
Mais, 0 < T < 1 donc, par encadrement, AETOO — = 0 et d’autre part,
. 41— cost . , . . .
Ahrf ——dt = K donc D(A) a une limite réelle quand A tend vers l'infini et cette limite est
—+00 0
égale a K.
I-2.
. e 1 —cost
[-2.1. Soit f définie sur R x]0; +-o00[ par f : (x,t) — —p ¢ o

— Pour tout ¢ > 0, z — f(x,t) est continue sur Rt (la fonction exponentielle est continue)

— Pour tout © € RT, ¢t — f(z,t) est continue par morceaux sur |0; +oo[ (produit de fonctions continues).
— Pour (z,t) € RTx]0; 400, 2t > 0 donc 0 < e < 1et |[f(x,t)] < pt) ot :t— %. On a vu
a la question I-1.1. que ¢ est continue par morceaux et intégrable sur |0; +o0o].
En utilisant le théoréeme de continuité des intégrales a parametre, on peut conclure que L est définie et
continue sur R*.
[-2.2. Soit a > 0.
— Pour tout t > 0, x — f(z,t) est de classe C? sur [a; +o00] (la fonction exponentielle est de classe C?)

) 1 — cost 0”
et pour = > a, —f(x,t) L —f(x,t) = (1 — cost)e ™.

ox t 0x?
1



— Pour tout z > a,t — f(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur |0; +oo[ (question précédente).

0 0?
— Pour tout x > a, t — a—f(x, t) et t— —J;(LB, t) sont continues par morceaux sur |0; +0o0|.
x
oF 1 —cost
— Pourx >aett >0 et k=12, a—;l:(a;,t) < @i(t) on @ 1 t ﬁ—_ke_at. @) est continue par

morceaux sur |0; +oo[, prolongeable par continuité en 0 et, pour ¢ > 0, ¢ (t) = p(t)t*e . a > 0 donc,
par croissance comparée, th+m the™™ = 0 et, en +o00, Y = o(p). Comme ¢ est intégrable sur |0; +o00],
—+o0

par comparaison, ¢y l'est aussi.
Le théoreme de dérivation des intégrales a parametre nous permet alors de conclure que L est de classe
C? sur [a; +oo].
Soit g > 0. L est de classe C? sur [z0/2; +0o[ donc en zg. Ceci étant vrai pour tout o > 0, on en déduit
que L est de classe C? sur ]0; 400

1 —cost
[[23. ¢ 1 t — —

th+m ©(t) = 0 donc il existe A > 0 tel que, pour tout t > A, |p(t)| < 1.
—+400

. @ est prolongeable par continuité en 0; notons encore ¢ le prolonogement.

¢ est continue sur le segment [0; A] donc ¢ est bornée : il existe M > 0 tel que pour tout ¢ € [0; A],
lo(t)] < M. Sion pose M = max(1, M) alors, pour tout t € [0;+o0], [¢(t)] < M'. En particulier ¢ est

bornée sur |0; +o0.
1 —cost

On montre de méme que ¢ — — est bornée sur ]0; +oo[. On note M” un majorant de cette
fonction (qui est & valeurs positives).
Soit z > 0. .
1 —cost 1 —cost
zll(x) = —/ Ta:e_mtdt. Pour ¢t > 0, 0 < Txe*“ < M"ze ™ et x > 0 donc t +— e~
0

“+oo
est intégrable sur R™ : |z L/(z)] < M"/ ze *'dt d’ott 'on déduit |xL'(z)| < M”". Ceci prouve que la
0

fonction x +— |z L'(x)| est majorée sur R1*.
On procede de méme pour x +— |zL(x)|.
"

M
Pour z > 0, |L'(z)] < — donc, par encadrement, lim L'(x) = 0.
x

T—+00
On obtient de méme lig—l L(z) = 0.
T—>+00

+o00
[-24. Pour z >0, L"(z) = / (1 — cost)e *dt. Pour A > 0, par linéarité de I'intégrale sur un segment
0

o est réel,

A A A
/ (1 —cost)e ™dt = / e "dt — Re (/ e(lx)tdt>
0 0 0

1 — e zA 1 — li—2)A
- e ()
x 1—x

et en utilisant que e~

lim e ™ =0 et |e 4] = ¢#4 donc lim ("4 = (. En passant & la limite (4 — +00), on a :
A—+o0 A—+o00
1 1
L"(z)=—-+4+R .
(@)=L +Re()
1 T

Apres simplification, pour z > 0, L"(z) = — — ———.
p p p (@)=~ — 57

1
[-2.5. Par intégration, il existe une constante c telle que, pour > 0, L'(z) = In |z| — 3 In |22 + 1] + c.

@) = e+ 11 i T | donc lim In [ -2 0 et, d’aprés 1 ti
xr) = C —1n . 1m = onc 1m n = € apres la qgquestion
2 '\ 221 1) et 1 2o \ 22 + 1 »aap d

précédente, ¢ = 0.

1
Ainsi, pour z > 0, L'(z) = Inz — 3 In(z? + 1).

Une primitive de In sur R™ est o — zlnz — 7.



Par intégration par parties,

x x 2t2
In(t?> + Ddt = [tIn(t*> +1)]F — dt
[ m@E v = e - [ 7
P11
_ 2

= zln(z® +1) —In2 —2(x — 1) + 2Arctan(x) — 2Arctan(1)

1
Il existe donc une constante ¢ telle que, pour tout = > 0, L(z) = xlnz — ~xIn(z*+ 1) — Arctan(z) + ¢

1 241
D’une part, lim Arctan(z) = T et d’autre part, zln(z) — =z In(z? + 1) = By a ;
) T—+400 2 ) 2 2 x2
1 1 1 1
lim ~ AL 1 dong, en +o00, In vl et lim (zlnz—-zIn(z*+1)) = 0. Comme lim L(z)=
r—+00 {L’z 1,'2 1’2 T—+00 2 T—+00

1
0, on a finalement ¢ = g Ainsi, pour tout z > 0, L(z) =xInz — §xln(1’2 + 1) — Arctan(z) + g

L est continue en 0 et lim zlnz = lim Arctan(z) = 0 donc L(0) = s
z—0+ z—+o0 2

Mais, par définition de L, L(0) = K donc K = g

I-3.

gl]0;1] - R

1-3.1. Soit Inu

u —

g est continue sur ]0; 1] (quotient de fonctions continues avec un dénominateur qui ne s’annule pas).
En 0, g(u) ~ —Inu et —In est intégrable sur ]0; [ donc g aussi.

En 1, In(u) ~ u — 1 donc 11}_)1% g(u) =1 : g est prolongeable par continuité en 1 et donc intégrable sur
I3:1[

Finalement g est intégrable sur |0; 1[.

[-3.2. Soit k € N. u > u*Inwu est continue sur ]0; 1] (produit de fonctions continues).

Soit € > 0. Par intégration par parties,

1 st 1 1 1
/ukln(u)du = { ln(u)} uFdu

k41 . k+1 ).
1 1 1
Par croissance comparée, lime"™ Ine = 0 et lim [ w"du = —— donc / u¥ In(u)du existe et vaut
e—0 e—0 J, E+1 0
1
k41

[-3.3. En utilisant la série géométrique, pour u €]0; 1],
u

In(u) ~— k
. —;u In(u).

Pour k € N, on pose g : u + —u”In(u).
— Pour tout k € N, g est continue par morceaux et intégrable sur |0; 1] (question précédente).

est continue

— La série de fonctions Z gr converge simplement sur |0; 1] et sa somme, S : u
u —
par morceaux sur |0; 1[.

1 1
— Pour k£ € N, / lgr(u)|du = —/ ub In(u)du =
0 0

1
Z/ |gr(u)|du converge.
0

k>0
Le théoreme d’intégration terme a terme sur un intervalle quelconque permet alors d’affirmer que S est

1 . , . .
5. Par comparaison aux séries de Riemann,

(k+1)

1 too 1
intégrable sur ]0; 1[ (déja démontré) et que / S(u)du = Z/ gr(u)du et donc
0 o /0

Y lnw R 1
du = —_—
/Ou—1“ ;_%(k:+1)2

3




Partie II : étude de quelques suites d’intégrales

IT-1. Soit I un intervalle de R, (f,,),en une suite de fonctions continues par morceaux sur /. On suppose :
— La suite de fonctions (f,,)nen converge simplement sur I vers une fonction f continue par morceaux
sur [.
— Il existe une fonction ¢ continue par morceaux, intégrable et a valeurs positives sur [ telle que, pour
tout n € N, pour tout x € I, | f,(z)| < ¢(z).
Alors, pour tout n € N, f,, est intégrable sur I, f est intégrable sur I et
I1-2.

li n =
L / f / f
I1-2.1. Pour n € N, on pose u, : t — f(t").

t — t" est continue sur [0; 1] & valeurs dans RT et f est continue sur Rt donc, par composition wu,, est
continue sur [0; 1] ; a fortiori, elle y est continue par morceaux.
Site[0;1], hm t" =0 et f est continue en 0 donc lim w,(t) = f(0).

——+00 n—-+o0o

Par ailleurs, nl_l)I_’I_loo un(1) = f(1).

(uy,) converge donc simplement sur [0; 1] vers la fonction u égale a f(0) sur [0;1[ et a f(1) en 1; u est
continue par morceaux sur [0; 1].

f est continue sur le segment [0; 1] donc bornée : il existe M > 0 tel que, pour tout = € [0; 1], |f(z)] < M.
On en déduit que, pour tout n € N, pour tout t € [0;1], |u,(t)] < M ou t — M est une fonction continue
par morceaux et intégrable sur [0; 1].

D’apres le théoreme de convergence dominée, (1,,) converge vers / f(0)du

I1-2.2. Pour n > 0, on effectue le changement de variable v = t" dans I,, (t — t" est C! de ]0; 1] dans lui

1
u

méme et sa dérivée ne s’annule pas). On obtient nl, = / Mul/"du.
0 U

On pose ¢,, : u — Mul/".
u

Pour tout n, g, est continue par morceaux sur |0; 1].

it}
()]

(gn) converge simplement sur ]0; 1] vers g : u +—

flw)

Pour tout n € N* et pour tout u €]0; 1], |g,(u)| <
u

morceaux et intégrable sur |0; 1].

olu, par hypothese, u — est continue par

Le théoreme de convergence dominée nous dit alors que lim nl, = / f
n—-+o0o

sin u
I1-2.3. En utilisant ce qui précede avec la fonction sin (sin est continue sur Rt et u +— est intégrable

sur |0; 1]), on obtient
1 1
1
/ sin(t")dt ~ —/ Y du
0 nJjo U

est continue positive, non identiquement nulle sur |0; 1] et donc son intégrale

sin u

(on remarque que u +—

n’est pas nulle)
11-3.
I1-3.1. Soit n € N*. ¢t — f(t") est continue sur R* donc intégrable sur tout segment.

Soit z > 1. Dans f(t™)dt, on effectue comme ci-dessus le changement de variable u = " :

/196 f@&™)dt = %/190" %ul/”du



1
Pour v > 1, comme — < 1, Mul/”‘ < |f(u)] et f est intégrable sur [1;+4o00] donc u Mul/”
n u u
aussi. L'intégrale ci-dessus a donc une limite finie quand x tend vers +oo ( lir}rq z" = +00) ce qui justifie
T—r+00
I'existence de A,,.
I1-3.2. Une application du théoreme de convergence dominée analogue aux précédentes donne
+oo
lim nA, = Mdu.
n—-+oo 1 u
I1-4.
I
I1-4.1. Le changement de variable u = t" donne C,,(A) = — / sin(u)u'/"~du. On effectue une intégration
nJi
1
par partie en posant ¢'(u) = sinu, ¥(u) = u*/" 1, p(u) = 1 — cosu, ¥'(u) = (— - 1) ut/"2 (p et ¥
n

sont de classe C! sur le segment [1; A"]) :

Co(A) = 1 —cos(A") 1 —cos(1) N 1 - 1 /An 1-— COSU 1/n g
nAm—1 n n n) )i u?
1 — cos(A™) 2 . 1—cos(A™)
-4.2. 0 < < —= = 0.
I1-4.2. 0 < e S donc Agr}rloo e 0

1— 1 1-—

Pouru>1,0< S COSE /m < .Quandn >2,2—~ > 1doncu 2T COSH /et intégrable
w2 uzl—éx}z/n n u2

1 —cosu

5 u"/™du a une limite finie quand n tend vers +oo.

sur [1; 00| ce qui démontre que
u

1
On en déduit que C),(A) a une limite finie quand n tend vers l'infini.
I1-4.3. En faisant tendre A vers I'infini dans la question précédente, on obtient

oo 1 1 1 1 teol —
/ sin(t")dt = _ 1z cos(l) +— (1 - —) / ﬂul/”du
1 1

n n n u
Une nouvelle application du théoreme de convergence dominée (en remarquant que, pour u > 1 et n > 2,

1 —cosu 2 Hoo 01 — cost
< TP < 2 i in(t" =1 I
0< o u" s u3/2) donne nEToon/l sin(t")dt = 1 — cos(1) +/1 2 dt

1 —cost

2 en refaisant le changement de variable

(on aurait pu aussi utiliser la question I1-3 avec f : ¢ —
u=1t").
I1-4.3. Avec la relation de Chasles et les résultats qui précedent,

—+o0 1 +oo
sint 1 —cost
lim n / sin(t")dt = / Tdt +1—cos(1) + / Tdt. Il reste alors a faire une intégration
0 0 1

n—+oo
par parties dans la premiere intégrale pour obtenir

+0o0o T
lim n/ sin(t")dt = K = —
0 2

n—-+oo

Partie III : étude de séries de fonctions

ITI-1. .
~ 1
ITI-1.1. Siz €] — 1;1], la série géométrique Zw" converge et Za:” = donc F(zx) existe et vaut
o l1—x
1
—1:
11—z .
Ve e|—-1;1], F(z) =
v el - L] Flr) =

F est alors dérivable sur | — 1; 1] en tant que quotient de fonctions dérivables :

1

Vo el —1;1], F'(x) = Ao



ITI-1.2. On en déduit
lim F(x) = +o0 lir? (1—2)F(z)=1
z—1—

lim (1 —2)F'(z) = 4+oo— lim (1 — 2)*F'(z) =1
Tz—1~ Tz—1~

xn

1 —an’

I1I-2.1. Soit a €]0;1[. Pour n € N et z € [—a;al,

I1I-2. Pour n € N*, on pose u, :  +

l—z| 1-z
|1 — 2™ > 1— |z|™ (seconde inégalité triangulaire) donc 1 — 2™ > 1 — a™ > 0; ainsi

—. D’une part, [2"| < a” et

n n

T
1—zn

a
—1—an

WmmeNx}m@‘

n

~ a”.
n

€]0;1[ donc lim (1 —a™) = 1 et

a” est le terme général d'une série géométrique
n—+o00 1—a

n
aussi.

convergente donc, par comparaison de séries a termes positifs, ] —
—a

On peut en déduire que la série de fonctions Z u,, converge normalement sur [—a; al.
Si on considére un segment [b; ¢] quelconque inclus dans |—1; 1[, en posant a = max(|b|, |¢|), [b; ¢] C [—a; a]
donc Z u,, converge normalement sur tout segment de | — 1; 1.

Par ailleurs, pour tout n € N, u,, est une fonction continue sur | — 1; 1[ done, par transfert de continuité,
F' est une définie et continue sur | — 1; 1].
I11-2.2. Soit x €]0;1[ et n € N*. D’apres la formule donnant la somme de termes consécutifs d'une suite

n n—1
géométrique, - = z~.
11—z
k=0
& 1—a"
Pour k entre 0 et n — 1, = Sldone1 <n
-z
I11-3.
I11-3.1. u — J() et intégrable sur ]0; 1] et ¢t — ' = '™ est une fonction C! bijective de ]0; +oo[ dans
u

f@)
2t
sur |0; +ool ¢’est-a-dire t — f(z') Inz est intégrable sur R™ et il y a égalité des intégrales. Ceci prouve

I'existence de G(z) et 1'égalité :

10;1[ (de dérivée t — (Inz)z') & valeurs strictement négatives) donc ¢ (Inx)z" est intégrable

oy L[,
ln:zr 0 u
I11-3.2. x €]0; 1] donc ¢t — z* est une fonction décroissante sur Rt & valeurs dans [0; 1] et f est croissante

sur [0; 1] donc t — f(z") est décroissante sur R*. Ainsi, pour n € N*  si t € [n;n + 1], f(2!) < f(z");
n+1

en intégrant sur [n;n -+ 1], on obtient flahdt < f(z™).

n

De méme si ¢t € [n— 1;n] (n € N* donc n — 1> 0), f(a?) > f(z") et f(z / f(z

On a donc 'encadrement :
/ flzhdt < f(z / fz

II1-3.3. Soit N € N*. On somme l'’encadrement précédent pour n variant de 1 a N. Grace a la relation

de Chasles, on obtient :
N+1 N N
/ ﬂmﬁgZﬂmg/fwm
1 n=1 0

D’apres existence de G(z) et la positivité de f (f est croissante et f(0) = 0)),
+oo

N 400 N
/ fahdt < f(x")dt et donc Z f(zh) < f(x")dt : La suite des sommes partielles de la série
0 0 - 0



a termes positifs Z f(z™) est donc majorée; on en déduit qu’elle converge. Ceci démontre 1'existence
de F(x).

En passant a la limite dans I’encadrement précédent, on obtient alors

+o0 +oo
flah)dt < F(x) < f(a)dt
1 0
I11-3.4. 1 — 2 > 0 donc
+00 +oo
(-a) [ fadt<-o)F@) <i-o) [ fat
1 0
400 —x
D’une part, (1 — z) i f(ahdt = (1 — 2)G(x 1111:L‘ / S

+oo
Par limite usuelle, hm L (1 —x) f(xh)dt = / J(u)
0
D’autre part, comme dans la questlon I11-3.1., le Changement de variable u = z! donne

+oo z
f( Ndt = ——/ S du On sait que u — UG )est intégrable sur |0; 1] donc lim Malu:

r—1— 0 Uu

1 _ —+o0 1
/ f(u du De plus lim A donc, par produit, lim (1 — z) f(ah)dt = / Md
1 o U

z—1- NI z—1—
On peut alors conclure avec le théoreme d’encadrement que

Jm (1= o)F(w) = / T

IT1-4.
ITI-4.1. Pour = €] — 1;1[ et n € N*, on pose u,(z) = —In(1 — 2™).
n—1
— Pour tout n € N*, u, est de classe C! sur | — 1; 1] et, pour z €] — 1;1[, u/,(z) = sz :
— In
- Soit x €] — 1;1]. hr_{l " = 0 donc, quand n tend vers 400, |u,(z)| ~ |z|*. La série géométrique
n—-+00

E |z|™ converge donc, par comparaison de séries a termes positifs, E un(z) converge absolument.

On en déduit que la série de fonctions Z u,, converge simplement sur | — 1; 1].

— Soit a €]0; 1[. Comme a la question III-2.1., on démontre que, pour = € [—a;a] et n € N*, |u/ ()| <

-1 n—1
na” na . B Qpt1 n+1)a
. a™ tend vers 0 donc ~ na™'. Sion pose o, = na"" !, a, > 0et —— = ( ) donc
1—an 1—am o, n

. Ant1 N N - .
lim 42 =4 < 1. D’apres la regle de d’Alembert, la série E a, converge. Par comparaison de
n—-+oo (67

nanfl

séries a termes positifs, E 1

— converge. Ceci prouve la convergence normale de Z ul, sur [—a; al
—a

et donc (comme en I1I-2.1.) sur tout compact de | — 1; 1].
D’apres le théoreme de transfert de dérivabilité, on peut alors conclure que F est de classe C* sur | —1;1]

et

+oo nx™1
Ve €] - 1;1], F'(z) =
€z ] ) [7 (x) ; 1 _ xn
I11-4.2. Soit f:u+— —In(1 — u). f est continue et croissante sur [0; 1], f(0) = 0.
f(u) f () flw) 1
Quand u tend vers 0, — tend vers 1 et ——~ ~ —1In(1 — u) donc u — est intégrable sur ]5;1]
u u u

fw)

(car In 'est sur |0; 3[). Par conséquent u +— est intégrable sur |0; 1].

'—In(1 -
On peut alors utiliser la question 111-3.4. : lim (1 — z)F(x) = / Mdv. Le changement de
0 v

r—1—
variables ©w = 1 — v donne :

In(u)

1—wu

lim (1 —z)F(z) = /01 du

r—1—



t

I11-4.3. Soit x €]0; 1] et ¢ la fonction définie par p(t) = T
-
r'(1+thng — 'ne)
(1 —at)?
Pour tout réel u, e* > 1+ u (par convexité de la fonction exponentielle) donc ¢ est une fonction
décroissante et a valeurs positives sur R*.

@ est un quotient de fonctions dérivables

sur R et, pour ¢ > 0, ¢/'(t) =

1
x €]0; 1 donc ' converge vers 0 quand ¢ tend vers +oo et t2¢(t) ~ t3!™ Inz < 0 donc p(t) = o (t_2)

1
2> 1donct+— 7 est intégrable sur [1; +00[ et, par comparaison ¢ aussi. Etant continue sur R*, on en

déduit que ¢ est intégrable sur RT.
Par comparaison série-intégrale comme en III-3., on obtient alors I’encadrement :

oo gt X pan Too gt
dt < < dt
/1 1—at _Zl—x"_/o 1—at

n=1

Dans chacune de ces deux intégrales, on effectue le changement de variable u = ! :

1 /“” Inu d <§ nx" < 1 /1 Inu d
u u
(nz)* Jo u=1 "~ <4=1—-a" " (Inz)* Jy u—1

(1 —2)* > 0 donc

(1—x)? /x Inw SR na” (1—x)? /1 Inwu
< — <
(Inx)? J, u—ldu_(l 7) gl—x”_ (Inx)% J, u—ldu

On démontre alors par encadrement comme dans la question I1I-3.4. que

+oo 1
nx" Inu
lim (1 — z)? — d
xg{lf( x)gl—x” /ou—lu

1<X na” ' lnu
C , €o;1[, F'(z) = - , déduit lim (1 — 2)*F’ :/ du.
omme, pour x €]0; 1[, F'(x) . nz::l T on en dédui xir?_( x) F'(x) 1 u
Finalement, grace a la fin de la partie I,

71'2

lim (1 —2)*F'(2) = —

rz—1— 6



