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DS 1 — corrigé

¢(2) vs ¢(3)

1 Un calcul classique

1.1

1.

Racines d’un polynoéme

En suivant la définition et en développant avec le bindme de Newton, on note qu’un terme sur 2
est éliminé (ce sera repris a la question 7 de fagon systématique) :

]Pl:3X2—1etP2:5X4—10X2+1\

Déja, P, = 3(X? —1/3) = 3(X — 1/v/3)(X + 1/4/3), donc P, n’est pas irréductible. Comme
polyndome de degré > 2, P5 ne saurait étre irréductible (méme si vous ne voyez pas de racine :
(X2 +1)(X? +2) n’a pas de racine réelle mais est irréductible).

’Ni Py ni P, n’est irréductible. ‘

Si on veut factoriser Py en produit d’irréductibles, on peut écrire Py = Q(X?) avec Q = 5X? —
10X +1=5(X —a)(X — ), puis P, =5(X? —a)(X?-8)=...
En francais : les complexes vérifiant 2"V = 1 sont exactement ceux qui s’écrivent sous la forme

z = e¥*/N pour un certain k € [0, N — 1]. Ou encore :

N=1 «— 3Jke[o,N—-1]; z=e¥r/N

ou encore :

{z€C; 2N =1} = {2 /N | ke [0,N — 1]}

Tant que vous n’avez pas compris que ces trois assertions disent exactement la méme chose, vous
passez probablement a coté de quelque chose, et il est important de travailler cela maintenant : il
en va de votre alphabétisation, cruciale pour le reste de l'année!

Passons maintenant a la preuve : il y a deux choses a faire (relisez chacune des trois assertions :

elles disent toutes deux choses). Il n’est pas question de les faire en méme temps.

e De facon quasi évidente on obtient une implication/inclusion : si z s’écrit e
certain entier k, alors 2V = e¢?*™ =1 (e% ca vous parle? Sur un dessin ?).

e Réciproquement, supposons que 2z = 1. Il existe alors p > 0 et 6 € [0, 27 tels que z = pe'”
(ben oui : ¢a vous parle le module et 'argument d’un complexe ? Oubliez tous les théorémes
que vous n’avez jamais su, et faites un dessin!). On a alors 2V = pNeV® = 1. En observant le
module de ces complexes on obtient p?¥ = 1, donc p = 1 (oui : il existe un unique réel positif
qui, mis & la puissance NV vaut 1. Ce n’est pas un théoréme mystérieux : observez le graphe de
t = tN sur [0, +oo[...). Il vient alors eN* = 1. Mais si on a compris ce que représente e** on
sait que pour que ce complexe soit égale a 1 il faut que ¢ soit de la forme 2km pour un certain
entier k. Ainsi, § = 2kw/N. L’encadrement 0 < 6 < 27 nous assure que 0 < k < N puis que
0 < k<N —1 car k est un entier.

On aura €vité les petites blagues a base de « eV = e?*™ donc NO = 2kn » bien entendu...

2ikm /N pour un

Trés sérieusement, relisez et comprenez cette preuve : elle est caractéristique de ce qui est attendu
cette année : des choses assez naturelles et raisonnables, exposées de fagon claire.

3. Sans génie excessif :

’Pn(z) = (2i)®" = (—4)™ : i n’est pas racine de P.




4. Les sigma c’est difficile donc on peut développer sous la forme : « premier terme plus deuxiéme
terme plus gnagnagna plus dernier terme » (et si on vous a dit que ce n’était pas rigoureux, on
vous a un peu menti).

1
P=o2 (X2 2n+ 1iX? 4 ) — (X2 — 2n + 1)iX" ) = Cn+ DX 4+

’Pn est de degré 2n et coefficient dominant 2n + 1. ‘

Sérieusement, ce n'est pas le calcul avec des sigma qui va vous faire comprendre le calcul! Evi-
demment j’aimerais que vous soyez capables de formaliser le calcul précédent avec des sigma, mais
ce n’est PAS la priorité.

5. On vient de noter que i n’était pas racine. On fixe donc a différent de i, et on va résoudre
P,(a)=0:

a+z 2n-+1
Po(a) =0 <= (a+19)*"™ = (a — i) <= ( > =1
a—1

a-+1 .
Cette derniére relation est équivalente a 'existence de k € [0,2n] tel que i = 2ikm/(2nt1)

—1
équivalente & a + i = (a — i)e%k”/ (27+1) donc (développer, et regrouper a droite ce qui concerne
a) Aa (e%kﬂ'/(Qn-i-l) _ 1) - (QQikﬂ/(2n+1) 4 1)

Puisqu’on a fini par bien comprendre ce premier exo de I’année concernant les équations de la
forme ar = 3, on s’intéresse au coefficient devant a : il est nul si et seulement si e2#7/(n+1) = 1
c’est-a-dire k£ = 0 (ben oui : on a noté que 2kw/(2n + 1) € [0, 27[).

Ainsi, 'équation (E})) posséde une unique solution pour k # 0 et aucune pour k£ = 0 (le second
membre est différent de 0). On vient donc de prouver SANS ARNAQUE le résultat demandé!

Maintenant, SI ON FIXE k € [0,2n], on note que l'équation (Ej) atr eZikm/(2nt1) gt
a

P,(a) = 0 si et seulement s'il existe k € [1,2n] tel que a (e?#7/(2n+1) 1) = j (e2ik7/(2n+1) 4 1)

En fait le résultat resterait vrai si on énongait k € [0,2n], mais il faudrait alors distinguer le cas
k =0 dans la suite.

6. Comme vu précédemment, I’équation (E}) posséde une unique solution, qu’on simplifie par passage
a langle moitié :
,e2ikﬂ/(2n+1) +1 'eilwr/(2n+1) (eilwr/(2n+1) + e*ik}ﬂ'/(2’n+1)) . 2COS<I€7T/(2TL + 1))
Vozikn/@nt1) _ ] ! gikn/(2nt1) (ethn/Cnt1) — gmikn/(2n11)) — ' sin(km/(2n + 1))

(on a noté que le dénominateur ne s’annule pas puisque c’est le sinus d’un angle de ]0,7/2], et il
en va de méme pour le numérateur). On voit alors apparaitre l'inverse d’une tangente, ce qui est
bien un réel.

On note aussi qu’il s’agit de tangentes de 2n angles distincts de |0, 7/2][, donc ces tangentes sont
(non nulles et) distinctes par injectivité de la fonction tangente sur cet intervalle. On a donc exhibé
2n racines réelles distinctes pour ce polynéme de degré 2n, donc en plus d’avoir toutes les racines
(c’était acquis par la résolution), on sait que ces racines sont simples.

1
km
tan (2n+1)

7. On va formaliser ici le calcul initié aux questions 1 et 4. On note tout d’abord que dans le binéme
de Newton on peut choisir quel terme est mis a la puissance k et quel autre a la puissance n — k
(enfin ici : 2n+1—k), et on va privilégier la puissance simple sur le terme contenant (—1), ce qui
va faciliter les choses une fois les deux sommes réunies, puisque 1 — (—1)* vaut 0 si k est pair, et
2 sinon. Ensuite, il s’agira de décrire les entiers impairs entre 0 et 2n + 1 : ils s’écrivent 25 + 1,

P,, posséde 2n racines distinctes qui sont les réels x; = pour 1 < k < 2n.




10.

avec j décrivant [1,n]. On note enfin que i%/+! = j(—1)7,
Ouala, c’est parti :

2n+1
1 2 1
P = = < nr >ik (1—(=1)F x2nti=k
21 =0 kj ———

=0 si k est pair

n n
_ l Z 27? +1 20+19 x2nt+1-(2j+1) _ Z 27? +1 (—1)i X2(=)
24 = 2j+1 = 2j+1

n . .
Il semble alors raisonnable de définir Q,, = > (22?111) (—1)7 X7, de sorte que : P, = Q,(X?).

Pour 'unicité, on suppose (comme toujours dans ce genre de circonstances) qu’il existe deux
solutions @,, et R,,. On a alors les polyndémes Q,,(X?) et R,,(X?) qui sont égaux. En considérant
(comme toujours) la différence A = Q,, — R,,, on obtient alors A(X?) = 0 (on parle encore de
polynoémes). Au choix, on peut alors écrire A dans la base canonique de R[X] ou bien noter que le
polynéme A posséde une infinité de racines (tous les réels positifs). D’une fagon ou d’une autre,
on obtient la nullité de A, et 'unicité de la réponse au probléme posé.

’Il existe un unique @, € R,[X] tel que P, = Qn(X?) ‘

Pour la suite, on peut noter que Q,, est de degré exactement n; ses premiers termes sont plus
précisément (j=0etj=1..):

2n+1)(2n)(2n —1)

xn=lg ..
6 +

Qn=02n+1)X" —

Q1 = 3X — 1 posséde 1/3 comme (unique) racine, et Q2 = 5X? — 10X + 1 (reprendre la premiére
question du sujet!) en posséde deux, qui sont 1+ 2/+/5.

Déja, @, et de degré n donc posséde au plus n racines distinctes. Par ailleurs, @, (t?) = P,(t)
pour tout réel ¢, donc : si ¢ est racine de P,, alors t? est racine de Q,, (cette phrase, essentielle,

doit étre bien comprise). Les 2n racines de P, nous fournissent donc... combien de racines pour
2n+1-k)w

T
? En fait, puisque tan(w — 0) = tan(—60) = —tan(f) et ———— =7 — , les 2n
Q. puisque tan(r — ¢) = tan(~6) (6) ot = —
racines de P,, vérifient :
0<2y = —w2p <T2=—T2p2 < <Tp =—Tpq1
de sorte que x2,23,..., 22 sont n réels distincts qui sont racines de @Q,, : le compte est bon!

Q.. posséde n racines distinctes, qui sont les pour k décrivant [1,n]

2 km
tan (%H )

Attention : on n’a pas résolu directement Q,,(t?) = 0 : on a trouvé n racines distinctes, et on a
pu affirmer qu’il n’y en avait pas d’autres.

On sait ou en retrouve que les racines (comptées avec multiplicité) de p, X™ +p, 1 X" 1+ +pg

. Pn—-1 . N . ..
ont leur somme qui vaut ——— (rappel : la preuve consiste a appliquer le principe du poulpe
p

n
aprés factorisation). Grace a la question précédente et a la remarque a la fin de la question 7 on
obtient le résultat souhaité :

i 1 :n(anl).




1.2 Calcul de ((2)

n

1. On définit pour n > 1: S, = > =
k=1

équivalente a la convergence de la suite (S,,). Or :

1
et par définition la convergence de la série ) — est
n

1
e d’une part (S,,) est croissante, puisque pour tout n € N*, S, .1 = S, + W > Sy
n
k
e d’autre part la majoration =l < / ] (qu’on voit sur un dessin fait sur la copie bien entendu,
k—1

et qu’on prouve par intégration d’une inégalité) sommeée pour k allant de 2 & n permet (aprés
ajout du terme manquant et Chaslisation) de prouver :

1
Yn € N*, Sp<2——<2.
n

Alinsi, (S,,) est croissante et majorée (par la constante 2) donc converge, ce qui par définition nous
assure que :

2

1
>~ — converge.
n

2 e
— 7
ki1

1/(k-1)* b

y=1/a>

1/ +

k—1 k

FIGURE 1 — Toujours le méme dessin, qu’il faut vraiment comprendre.

2. Normalement, vous connaissez suffisamment bien les fonctions tangente et sinus pour avoir leur
allure au voisinage de 0, avec en particulier leurs positions relatives par rapport a leur tangente
en l'origine, qui est la droite d’équation y = x : ces positions relatives nous disent exactement les
inégalités qu'on nous demande de prouver :

2.00

— y=x
1.75 4 == y=sin(x)
— y=tan(x)
1.50 1
1.254
1.00 4
0.75 1
0.50 1

0.25 1

0.00

FIGURE 2 — A connaitre mieux que tan(a — b).

Sérieusement si ce dessin vous laisse perplexe, alors par piti€ oubliez 15 des 20 formules trigono-
métriques durement apprises, et observez puis retenez ce dessin.



L’inégalité 0 < sinz est une propriété peu nouvelle de la fonction sin sur [0, 7/2[. Les deux autres
inégalités sont essentiellement issues d’une notion hors programme : la convexité. « la courbe est
tournée vers le haut/le bas » ou encore « elle est située dessous/dessus ses tangentes ». Mais
bon, ces notions n’étant pas au programme, on peut montrer les deux inégalités par études de
fonctions.

Par exemple pour la derniére on considére 'application ¢ : z — tanx — x. Cette fonction est de
classe C! sur [0,7/2] et sa dérivée &'(x) = tan?z est & valeurs positives, donc § est croissante,
donc 6(z) > 6(0) = pour tout x € [0, 7/2[.

Meéme chose concernant le sinus.

’Pour tout x € [0,7/2[, on a 0 < sinz < z < tanz.

Un tableau de variation de & est le bienvenu, mais pitié, je ne veur plus de « d’aprés le tableau
de variation » : il s’agit bien d’un argument de CROISSANCE puis de comparaison de 6(x) a
0(0). Si vous trouvez ¢a évident, ¢a ne vous codle pas grand chose de ’écrire. Et si vous n’aviez
pas réalisé qu’il y avait un vrai argument de maths, alors il n’est pas trop tard pour cesser de
pipeauter! Dans les deux cas, écrivez l’argument.

3. Pour z €]0,7/2[, on dispose de trois termes strictement positifs qu’on a ordonné : leurs inverses
sont ordonnés également ; et comme il s’agit de réels positifs, ces inégalités passent au carré (bien
entendu vous savez bien qu’en général pour deux réels a et b tels que a < b, on n’a pas forcément
a? < b2. Bien entendu...).

1 1 1
Pour tout x €]0,7/2[, on a 0 < < — < .
10,7/2] tan?z 22 sin’z
k
Pour aller plus loin on applique, pour k € [1,n], encadrement précédent a x = 5 j_ i (qui est
n
bien un réel strictement compris entre 0 et % =m/2):
2 2
s 1 1 s 1
VEk € [1,n] <= <
1 27,2 k 2 22 k
(2n +1)% tan® X " k (2n + 1)% sin® 5%
1 cos? 0 4 sin? @ 1
On note ensuite que pour € €]0,7/2[ on a = = + 1, et ainsi :
auep 10,m/2l sin” 0 sin” # tan? @
2 n 2
s 1 us
Sin e N* alors ———=5,, < —<— (S +n
O o 1 ];kQ IS
. . . . . 2n?
4. La premiére partie du sujet a permis d’établir que .S,, ~ =5 donc dans 'encadrement précédent,
2 2
. . s T
les deux termes extremaux (sont équivalents & puis) convergent l'un et autre vers 3x1- 6

Le théoréme des gendarmes s’applique et nous assure que le terme central converge vers cette
méme valeur lorsque n tend vers +oo.

n=1 n2 6

Le théoréme des gendarmes nous donne la convergence. Puisqu’elle était acquise avant, on aurait
pu se contenter de passer des inégalités a la limite.

2 Une accélération de convergence (Centrale PC 2009)

1. (a) On note bien entendu qu’il est ici question du reste d’une série de Riemann convergente, puisque

q = 2. Pour travailler comme demandé sur un segment, on commence par fixer M > N.

1 1
Soit k € [N 41, M]. On a pour tout ¢t € [k—1,k] : T < i En intégrant cette inégalité entre

k
dt
fonctions continues sur le segment [k — 1, k|, on obtient : e < / i
k-1



77 e
—
foeiel

1/(k-1)"
y=1/z¢

1/k

k-1 k
En sommant ces inégalités pour k décrivant [N + 1, M], on obtient :

L Mar 1 1 1
2 ka 1 g—1\NeoT MaT)

k=N+1 N
Lorsque M tend vers 400, le membre de gauche tend vers R(N,q) alors que celui de droite
1
tend vers W- On peut alors passer I'inégalité précédente a la limite !, on obtient :
q—
R(N,q) € ———~—
(%.9) (q— 1Nt

1
(b) Pour avoir R(N,3) < ¢, il SUFFIT 2 d’avoir Nz S8 c’est-a-dire N >

’H suffit de prendre N = 100. ‘

, donc ici :

1
V2e

2. (a) On a par exemple?® : u(n,p) ~ — T donc par comparaison & une série convergente (de
n

Riemann, avec ici p+ 1 > 1) positive :

Z u(n,p) est convergente.
n>1

(b) On calcule o(1) par télescopages sur les sommes partielles. Soit donc N € N* :

N N 1 1
Z“W):ZQ‘M):“NH'

k=1 k=1
Le membre de droite tend vers 1 et celui de gauche vers la somme de la série. Par unicité de
la limite :
o(l) =1
(¢) Une délicate mise au dénominateur commun nous donne directement :
1 1 (n+p)—n

wln,p=L)—ulnt L p=) = o T I Dot p— Dt p) et Dot )

soit encore :

’u(n,p—l)—u(n—i—l,p—l) zpu(n,p).‘

(d) La relation précédente nous invite & écrire, pour p > 2 et N entier supérieur ou égal a 2 :

N N
pY ump) = Y (unp—1)—un+1,p=-1)=ul,p—1)—uN+1,p-1)
n=1 n=1
1 1

p (N+1)(N+2)..(N+p)

1. Bien vérifier les convergences avant de passer 'inégalité a la limite, merci...
2. Radar automatique : les yeux du correcteur vont immédiatement aller voir ce que vous aurez écrit ici...
3. Penser au fait que p est fixé; prendre p = 3 si ¢a peut aider.



1
Le membre de droite tend vers — lorsque N tend vers 400, alors que celui de gauche tend
p!

vers p.o(p). Ainsi :

3. (a) Au rang 2, la relation demandée? est :

1 box + co a2

2 B+ )(z+2) 2@+ Dx+2)
c’est-a-dire :
(z +1)(z + 2) = agaz? + byx + co.

Pour que cette relation soit vérifiée pour tout > 0, il SUFFIT® donc de prendre ay = 1,
b2 =3et Coy — 2.
Supposons maintenant avoir trouvé, a p > 2 fixé, les ay, bx et ¢ pour k < p, tels que :

1 b,z + ¢ P ay
Va > 0, — = P P + .
3 2(z+1)(x+2)...(z+p) kzzgx(erl)(erk)
On cherche & avoir, pour tout > 0 :
bpx + ¢y bpr17 + cpt1 Gp+1

Ba+1).(z+p) 2(z+1)..(z+p)(z+p+1) * r(x+1)..(z+p+1)

soit encore
Ya > 0, (bpz +cp)(x+p+1) = apr12? + bpr1z + cpya-

11 suffit pour cela de définir a,11 = by, bpt1 = ¢p + (p + 1)bp et enfin cpy1 = (p+ 1)cp.

apy1 = by
L’existence des suites (ap)p>2, (bp)p>2 et (cp)p>2 est établie, avec < bpy1 =cp + (p+ 1)by
1= P+ 1)y

Une rédaction soigneuse de la récurrence n’est ici pas si simple qu’il n’y parait. En particulier,
la proposition « Il existe ap, by, cp tels que... » n’a pas de sens (qui sont ag, ...,ap—1 ?), et «Il
existe des coefficients ay, (k <p), b, et ¢, tels que...» se prowve effectivement par récurrence,
mais ceci n’établit pas exactement le résultat demandé (les ay, de cette récurrence dépendent a
priori de p, alors qu’ils ne doivent pas. C’est subtil, mais c’est ainsi).
Il y a alors deux fagons de s’en sortir. La premiére (usuelle) consiste a rédiger comme plus haut
la « construction par récurrence » : on donne les premiers termes, puis on raconte comment
passer d’une étape a4 la suivante. La question de l'unicité (implicite quand on demande des
formules comme c’est ici le cas) est alors pudiquement laissée sous le tapis.
La deuxiéme consiste a énoncer soigneusement la propriété, puis réparer ce qui coince. Ici, on
prouverait pour tout p = 2 la propriété « Il existe des coefficients alip) (k<p), by etcy tels
que... ». Ensuite, on prouve lunicité de ces coefficients (4 p fixé, et PAS par récurrence!).
Enfin, Uunicité et les valeurs suffisantes trouvées dans la récurrence nous assurent que les agf )
ne dépendent en fait pas de p : c’est gagné!
(b) On montrerait par récurrence immédiate (valeur de ¢y et relation de récurrence) que pour tout
p = 2, ¢, = p! Puisque by > ¢z et b1 = (p+ 1)by, la proposition « b, > p! » se prouve alors
par récurrence a nouveau immédiate.

’Pour tout p > 2, b, > ¢, > 0.

(c) D’apres les questions précédentes, il suffit d’écrire :

4. Attention, on ne SUPPOSE surtout pas cette relation vérifiée, sans quoi c¢’est fichu, pour la prouver!

5. Et ceux qui auront prétendu (plus ou moins implicitement, par exemple via un « donc bp41 =... ») qu’il FAUT
prendre de telles valeurs, auront probablement soigneusement justifié cette affirmation inutile, avant de passer a la question
qui €tait posée, a savoir I'existence...



def abc(p):
if p ==
return 1, 3, 2
a, b, ¢ = abc(p-1)
return b, c+p*b, p*c # attention & p vs. p+1 !
Demandons & Python

>>> for i in range(2, 5):
print abc(i)

(1, 3, 2)

(3, 11, 6)

(11, 50, 24)

’Les premiéres valeurs de (ap, by, ¢p)... sont écrites juste en dessus! ‘

On a déja vu : ¢, = p! La relation de récurrence pour les by, finement divisée par (p + 1)!

b b, 1 by by <
(pfi)!—p|+p+1,etdonc:p—’;— 2+Zk soit encore (puisque by = 3) :

fournit alors :

Mv
=

et on reconnait les sommes partielles de la série harmonique, dont un équivalent

snnpl deja été rencontré une ou deux fois.

P
1
Pour p > 2, ¢, =p! et b, = p! E — ~ plln(p).
p
k=1

b 50 24
La minoration brutale (n + 1)...(n +4) > n* fournit ant < — + —- Les
n3(n+1)..(n+4) né  n’

trois termes de la relation précédentes sont les termes généraux de séries convergentes, ce qui
autorise & passer cette inégalité aux restes (on somme de N & M, puis on passe l'inégalité a la
limite en M) :

+oo

ban + ¢4 10 4 14
< 50R(N,6) +24R(N,5 < .
n§+l n3(n+1)..(n+4) = (IV,6) + (V,5) < No +N6 N©

Recollons maintenant les morceaux. Dans la relation

4
1 ban + ¢y Z ak
n3  n3(n+1).(n+4) = n(n+1)...(n+4)’

on ne trouve que des termes de séries convergentes, de sorte que les sommes des séries associées

sont égales, avec :
—+o0

- b4TL+C4
C(g)_zln3(n+1 n+4 +Zak0

On a alors

N

50k + 24 50k + 24
‘4(3) B ("(2) +30(3) + 110(4) + 3 k3(lc+1)—.F..(k+4 )‘ Z & k+1+ (h+4)
k=1

Pour avoir approximation souhaitée, il suffit donc de majorer le membre de droite par ¢, ce

14 1/5
qui sera vérifié dés que < e. Il suffit donc de prendre N > (5 105> ~ 12,29.

1
N5 S

< 5.107°

13 50k + 24
|C(3) - <0(2) +30(3) + 11o(4) + ; E3(k+1)...(k + 4))




(b) Yapluka :

import fractions as fr
from math import factorial

def sigma(p):
return fr.Fraction(1l, p*factorial(p))

approx = sigma(2) + 3*sigma(3) + 1lilxsigma(4) +\
sum(fr.Fraction(50%k+24 ,k**3% (k+1)* (k+2) * (k+3) * (k+4))\
for k in range(1l, 14))

>>> approx

Fraction(956266583969985193, 795533836249152000)
>>> float (approx)

1.2020438860007125

Pour information, on a I"approximation :
¢(3) ~ 1.202056903

(au sens : & 10710 prés)

Et pour comparer :

>>> approx2 = sum(fr.Fraction(l, k**3) for k in range(1l, 101))

>>> approx2
Fraction(8147348333074350358307418186167251193151812233617221640689414939133
1289704097519580221863303145356050828007873151451209887 ,
6778118278309249584865634509184402157173419063091459022933216137995025717082
8098031102950264769178652556660142954086400000)

>>> float (approx2)

1.2020074006596777



