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De la réduction sans le cours

Calculatrices interdites

1 Réduction d’un endomorphisme de R?

17 60
-5 —18
va travailler dans £ = R? muni de sa base canonique £ = (e1,e3) et u désigne I'endomorphisme de E
canoniquement associé a A, c’est-a-dire tel que Mat(u, &) = A.

Dans cette partie et la suivante, on s’intéresse a A = ( ) Du point de vue géométrique, on

1. Montrer que u — 2Idg n’est pas injective. Plus précisément, on montrera que le noyau E; de
u — 2Idg est une droite, dirigée par un vecteur f; qu’on explicitera.

2. Montrer de méme que E> = Ker (u + 3Idg) = Rf;, avec fo qu’on explicitera.

3. Montrer que F = (f1, f2) est une base de E. Sans faire de produit matriciel, dire ce que vaut
D = Mat(u, F).

4. Donner la valeur de P, la matrice de passage de &£ vers F.
5. Exprimer D a l'aide de A et P, puis A a 'aide de D et P.
6. Calculer P~1.

2 Quatre applications

On va utiliser ce qui précéde pour obtenir une formule simple donnant la valeur de A™, puis déterminer
le commutant de A, c¢’est-a-dire I’ensemble des matrices qui commutent avec A. Ensuite, on s’intéressera
a deux « systémes dynamiques », 'un continu et 'autre discret, dont les résolutions feront intervenir A
et sa forme réduite.

1. Calcul de A™.
(a) Pour n € N, que vaut D" ??
(b) Exprimer A™ a laide de D™.
X

(¢) Calculer A™, au sens : A™ = (><

X . .
x) (expliciter les quatre termes).

2. Calcul du commutant de A.
Soient B € M2(R) et v Pendomorphisme de E canoniquement associé a B.

(a) Montrer que AB = BA si et seulement si uov = vou (on distinguera bien les deux implications).
(b) Justifier le fait que E; et F5 sont supplémentaires dans E.

Montrer que uov = v o u si et seulement si F; et Fy sont stables par v.

En déduire une condition nécessaire et suffisante simple sur Mat(v, F), pour avoir uov = vou.

Montrer que B commute avec A si et seulement si B est de la forme PD;P~!, avec D,
diagonale.

(f) Montrer que B commute avec A si et seulement si B est de la forme AA + uls.
On pourra noter qu’il existe toujours une application affine envoyant respectivement 2 et —3
sur deux valeurs tmposées, dans le but d’écrire D1 = AD + uls...

1. Allez, c’est cadeau!



3. Un systéeme différentiel.

On s’intéresse ici aux couples de fonctions (x,y) de R dans R vérifiant :
() = 17z(t) + 60y(¢)
wer {00 T 150 T N0 ®)

ce qui peut se traduire X'(t) = AX(t), avec X (t) = (Zg;) Attention, on a en aucun cas supposé

que (z,y) vérifiait (D) !

On définit, pour la suite, deux fonctions 1 et y; par la relation : X;(t) = (zlgb =p! (5%3)

1

(a) Montrer que (z,y) vérifie le systéme (D) si et seulement si (21, y;) vérifie un systéme différen-
tiel... « un peu plus simple », disons (D’).

(b) Résoudre (D’); en déduire ’ensemble des solutions du systéme (D).

(c) Pouvait-on se passer du calcul de P~1?

4. La version discréte.
On s’intéresse maintenant aux suites vérifiant :

Un+1 = 17’Lbn + 60’Un
vneN, {Un+1 = —bu, — 18uv, (R)

On définit deux nouvelles suites U et V' par la relation <‘[£") =p! (u")

’Un
(a) Montrer que (u,v) vérifie (R) si et seulement si (U, V') vérifie une relation de récurrence plus
simple, notée (R’).
(b) Résoudre (R').
(¢) En déduire I'ensemble des solutions de (R).

3 Rejouons dans R?

-3 -4 10
On travaille dans cette partie avec la matrice A= [ —2 -5 10
-1 -4 8

1. Calculer le rang de A — As.
On choisira des pivots les plus simples possibles... et fatalement, on sera amené a discuter en
fonction des valeurs de X!

-2 0 0
2. Montrer qu'il existe une matrice P (qu’on explicitera) telle que : A=P | 0 -1 0| P~ L
0o 0 3

3. Montrer que les matrices commutant avec A sont exactement celles de la forme aA? + BA + vIs.
4. Résoudre le systéme différentiel

2'(t) = —=3z(t) — 4dyt) + 10z(t)

vt € R, y(t) = =2z() - 5y(t) + 10z(¢)

() = —z(t) — 4y(t) + 8z(¢)
z(0) = 1
avec les conditions initiales ¢ y(0) = -1
z(0) = 2

5. Trouver les suites (u, v, w) vérifiant les relations de récurrence mutuelle

Upt1 = —3du, — 4v, + 10w,

Vn € N, Upt1 = —2u, — dv, + 10w,

Wpy1 = —U, — 4v, + 8w,
ug = 1
avec les conditions initiales { v9 = -1
woy = 2



4 Un générateur automatique d’exercices

Mais comment ai-je fait pour trouver ces matrices A et B semblant compliquées... mais qui peuvent se
réduire avec des calculs ne faisant intervenir aucune fraction ?

1.

Soit T} une matrice triangulaire supérieure & coefficients entiers, possédant uniquement des 1 sur
la diagonale. Le cours nous assure que T} est inversible. Justifier le fait que T; 1_1 est une matrice
a coefficients entiers.

2. On définit Ty, = 'T3. Justifier le fait que Th est inversible.

3. Justifier le fait que P = T, T, est inversible, et que P~! est & coefficients entiers.

4. Optionnel, en Python (avec le array de numpy) : expliquer comment on pourrait obtenir une

matrice C' € M3(R) a coefficients entiers tous non-nuls, et telle qu’il existe une matrice inversible
P a coefficients entiers (ainsi que son inverse) telle que :

5 0 0
rPlecp=(0 -4 0
0 0 -2

Fin de I’énoncé

Quelques remarques

1.

Il ne faut surtout pas croire que pour toute matrice M, on peut trouver une matrice inversible
P et une diagonale D telle que M = P.D.P~! (on dit alors que M est semblable & D). Voir par

2 1 0
exemple la matrice Z = [0 2 0 | (qui peut étre 'objet de longues réflexions — les yeux plissés
0 0 -3

comme il se doit).

Comme vous le savez, le calcul de A™ est en pratique plus simple si on fait la division euclidienne
de X™ par un polynome annulateur A.

Le calcul du commutant d’une matrice se fait par contre effectivement par réduction, comme on
I’a vu dans ce probléme.

On n’a pas toujours C(A) = K[4] (polynomes en A) : d’une part, on peut avoir Ker (v — AIdg) de
dimension strictement supérieure a 1, ce qui autorise grosso-modo les restrictions de v (commutant
avec u) a prendre n’importe quelle valeur ; d’autre part, il se peut que les sous-espaces de la forme
Ker (u — AIdg) aient une somme strictement plus petite que ’espace ambiant ; c’est le cas de la
matrice Z vue plus haut (exercice!).

L’étude des systémes dynamiques tels que ceux vus dans le probléme peut se faire par des mé-
thodes presse-bouton, mais la compréhension réelle de la nature des solutions passe par les aspects
géométrico-matriciels !



