Psi 999 — 2023/2024 DM 5

A rendre le mardi 7 novembre 2023 dernier délai.

Pour ces vacances, les consignes sont les suivantes :

— Reposez vous.

— Reprenez bien le cours d’algébre linéaire, et (ré)apprenez a calculer le noyau d’une application
linéaire donnée par sa matrice dans une base. Reprenez aussi les premiéres définitions du chapitre
sur la réduction, et tout le travail effectué sur les projections et symétries.

— Reprenez vos anciennes copies (DM et DS), essayez de comprendre mes remarques/hurlements!

— Reépondez aux trois questions qui suivent (c’est du cours qu’on verra a la rentrée mais vous avez
les outils/connaissances pour y répondre; vous pourrez utiliser ces résultats dans le probléme),
puis attaquez le probléme joint : la derniére partie est un peu difficile, mais la premiére et la
troisiéme partie contient beaucoup d’exemples concrets qui vous feront travailler et comprendre
des choses. La deuxiéme partie, plus théorique, reste accessible. Faites ce que vous pouvez.

1. Soit A € M, (K).
Montrer que A € K est une valeur propre de A si et seulement si det(AI,, — A) = 0.

On remarque/admet que application A — det(\,, — A) est polynomiale, et plus précisément
que x4 = det(X I, — A) est un polynome unitaire de degré n. C’est ce qu’on appelle le polynéme
caractéristique de A, et on le prononce « Qui-A ». On a montré que le spectre d’une matrice est
constitué des racines de son polynoéme caractéristique.

2. Montrer qu’un endomorphisme u d’un espace E est diagonalisable si et seulement s’il existe une
base de E constituée de vecteurs propres de wu.

De méme, une matrice A de M, (K) est diagonalisable si et seulement s’il existe une base de
vecteurs (colonnes) Xj, ..., X,, € M, 1(K) vérifiant AX = o, X; pour tout ¢ € [1,n].

3. Montrer que si u est un endomorphisme de F, espace de dimension n, qui posséde nvaleurs propres
distinctes, alors u est diagonalisable.
On pourra considérer la dimension de la somme des sous-espaces propres.



L objectif du probleme est d’étudier des conditions pour que deux matrices admettent un
vecteur propre commun et d’en déduire une forme normale pour des vecteurs
propres.

Les parties I et III traitent chacune de cas particuliers en dimension 3 et n. FElles sont
indépendantes 'une de ’autre. La partie II aborde la situation générale en faisant apparaitre
une condition nécessaire et certaines autres conditions suffisantes a l’existence d’un vecteur
propre commun.

Les parties 11, III et IV sont, pour une grande part, indépendantes les unes des autres.

Il est demandé, lorsqu’un raisonnement wutilise un résultat obtenu
précédemment dans le probléme, d’indiquer précisément le numéro de la question
utilisée.

Notations et définitions

Soient n et p deux entiers naturels non nuls, K I’ensemble R ou C.

Notons M,, ,(K) 'espace vectoriel des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans K,
M., (K) lespace vectoriel des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans K,

0,, la matrice nulle d’ordre n

et I,, la matrice identité d’ordre n.

Pour M € M, (K) et A € K, on note :
Ker(M) = {X e M,,1(K) telque MX =0},

Im(M) —{MX, XeM, 1K)},

Sp(M) le spectre de M,
E\x(M) = Ker(M — \I,,)
et Imy(M) =Im(M — \,).

Définitions :
e Soient (A, B) € (M,,(K))* et e € M, 1(K) ;
on dit que e est un vecteur propre commun a A et B si :

i)e+#0;
ii) il existe A € K tel que Ae = \e;
iii) il existe p € K tel que Be — pe.

On définit [A, B| € M,,(K) par la formule : [A, B] — AB — BA.

e Soient f et g, deux endomorphismes d’'un K—espace vectoriel E et e € F;
on dit de méme que e est un vecteur propre commun a f et g si :
i)e#0;
ii) il existe A € K tel que f(e) = \e;
iii) il existe p € K tel que g(e) = pue.
On définit 'endomorphisme [f, g] de E par la formule : [f,g] = fog—go f.
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Partie I : ETUDE DANS UN CAS PARTICULIER

On consideére les matrices suivantes :

0 -1 -1 3 -3 -1 -5 3 -1 0 0 O
A=|-1 0 -1 B=|0 2 0 |,C=|-2 6 2 |le¢eD=[0 6 0
-1 -1 0 1 -3 1 -5 3 -1 0 0 -6

1
On note F = (ug,us,uz) ot uy — ( 0

On note aussiug = | 0 | et us = 1
1 -2

)
)
1 1).

I.1.
I.1.a. Déterminer le spectre de A.

I.1.b. Vérifier que la famille F est une base de M3 1(R) constituée de vecteurs propres
de A.

I.1.c. A est-elle diagonalisable 7

I1.1.d. Montrer qu’aucun des éléments de F n’est un vecteur propre commun a A et B.

I.2.
1.2.a. Déterminer le spectre de B.

I.2.b. Montrer que Imy(B) — Vect(uy) et que dim(FEq(B)) — 2.
1.2.c. B est-elle diagonalisable ?

I.3.
I.3.a. Montrer que F;(A) n Ex(B) = Vect(us).

1.3.b. Déterminer tous les vecteurs propres communs a A et B.

1.4.
I.4.a. Vérifier que [A, B] = C.

I.4.b. Montrer que C' est semblable a la matrice D et déterminer le rang de C.

Partie II : CONDITION NECESSAIRE ET CONDITIONS SUFFISANTES

Soit n e N* et soit (A, B) € (M, (K))*.
I1.1. Dans cette question, on suppose que e est un vecteur propre commun a A et B.

II.1.a. Montrer que e € Ker([A, B]).
I1.1.b. Vérifier que rg(|A, B]) < n.

Dans toute la suite de cette partie II, on suppose que K = C.
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On dit que A et B vérifient la propriété H s’il existe A € Sp(A) tel que :

E\(A) c Ker([A, B]).

I1.2. Montrer que si [A, B] = 0,,, alors A et B vérifient la propriété H.

I1.3. Dans cette question, on suppose que A et B vérifient la propriété H.

I1.3.a. Pour tout X € FE)(A), on pose ¥(X) = BX. Montrer que v définit un
endomorphisme de Ey(A).

I1.3.b. En déduire I'existence d’un vecteur propre commun a A et B.

Pour k € N*, on note Pj, la propriété suivante :

pour tout C—espace vectoriel E' de dimension k et pour tout couple d’endomorphismes
(p,v) de E tels que rg([p,¥]) < 1, il existe un vecteur propre commun a @ et .

I1.4. Vérifier la propriété P;.

I1.5. Dans cette question, on suppose que Pj, est vérifiée pour tout entier k € [[1,n — 1]
et que A et B ne vérifient pas la propriété H.

On note C' = [A, B], on suppose que rg(C) = 1 et on considere A € C une valeur propre de A.

I1.5.a. Justifier I'existence de u € M,, 1(C) tel que Au = Au et Cu # 0.
I1.5.b. Vérifier que Im(C') = Vect(v) ou v = Cu.

I1.5.c. Montrer que Im(C) < Imy(A).

I1.5.d. Etablir les inégalités suivantes : 1 < dim(Imy(A)) <n — 1.

Pour tout X € Imy(A), on pose ¢(X) = AX et ¥(X) = BX.

I1.5.e. Montrer que [A,A — A\[,] =0, et [B,A — \[,,] = —C.

En déduire que ¢ et v définissent des endomorphismes de Imy (A).

I1.5.f. Montrer 'existence d’'un vecteur propre commun a ¢ et 1 ; en déduire qu’il en
est de méme pour A et B.

I1.6. Montrer que pour tout n € N*, P, est vraie.

Partie II1 : ETUDE D’UN AUTRE CAS PARTICULIER

Soit n € N*. On note E = Cy,[X] le C—espace vectoriel des polyndomes & coefficients
complexes de degré inférieur ou égal a 2n.

Pour P € E, on désigne par P’ le polynome dérivé de P.

Pour tout polynéme P de E, on pose f(P) = P’ et g(P) = X*"P ().

2n 2n
III.1. Soient (ag, a1, ..., a,) € Cntl et P = Z ap X*. Montrer que g(P) — Z asn K XE.
k=0 k=0

II1.2. Montrer que f et g définissent des endomorphismes de F.
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I11.3.
II1.3.a. Vérifier que si P est un vecteur propre de g, alors deg(P) = n.
IT1.3.b. Montrer que X" est vecteur propre de g.

Soit i € [[1,2n]. f* correspond & la composée fo fo-- o f ou f est prise i fois.

I11.4.
I11.4.a. Vérifier que Ker(f*) = C; 1| X]|.

II1.4.b. Montrer que Sp(f*) = {0}.
II1.5. Montrer que f* et g possedent un vecteur propre commun si et seulement si i > n + 1.

B, désigne la base canonique de E définie par : B, = (1, X, ..., X?").

On note A,, la matrice de f dans la base B. et B,, celle de g dans la méme base.
IT1.6. Déterminer A,, et B,,.

II1.7. Dans cette question, on suppose que n = 1.

0 1 0 0 0 1
II1.7.a. Montrer que Ay = [0 0 2 |etB;=|(0 1 0
0 0 O 1 0 0

et en déduire I’expression de (A1]2 et (Al)g.
II1.7.b. Déterminer le rang de [(A1)", B1] pour i = 1 et i = 2.

II1.7.c. En déduire que la condition nécessaire de la question I1.1.b n’est pas suffisante
et que la condition suffisante de la question I1.6 n’est pas nécessaire.

Partie IV : FORME NORMALE POUR UN VECTEUR PROPRE

T1
Soit n € N avec n = 2. On note N = - e M, 1(C) ‘ cie[1,n]] telque x; =0

In
Soient A € M,,(C) et X un vecteur propre de A.
On dit que X est sous forme normale si :

e X e N
ou

e il existe \' € Sp(A) et il existe U € N tel que X = (A — \'I,,)U.

IV.1. Dans cette question, on suppose que A possede une valeur propre A telle que
dim(E)y(A)) = 2.

Montrer que A admet un vecteur propre sous forme normale associé a la valeur propre .

On note A, (C) le C—espace vectoriel des matrices M € M,,(C) antisymétriques, c’est-a-
dire telles que ‘M = — M.
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Pour tout M € A,,(C), on pose : o(M) =AM + M'A et (M)= AM'A.

Iv.2.
IV.2.a. Montrer que A,,(C) # {0,}.
IV.2.b. Montrer que les colonnes d’une matrice M € A, (C) sont des éléments de N.
IV.2.c. Montrer que ¢ et 1 définissent des endomorphismes de A,,(C).
IV.2.d. Vérifier que p o) = o ¢.

IV.3. Dans cette question, on suppose que A possede au moins deux valeurs propres distinctes,
notées A\ et Ao.

On considere X7 un vecteur propre de A associé a la valeur propre A\; et X5 un vecteur propre
de A associé a la valeur propre \s.

On note B = X1 tX2 — XQ tXl.

IV.3.a. Montrer que B vérifie chacune des propriétés suivantes :
i) Be A,(C);
ii) B # 0, ;
iii) AB+ B'A = (A +X\2)B;
iv) AB'A = (\)2)B.

IV.3.b. En déduire que (A — A\ 1,)(A — X21,)B =0,.
IV.3.c. Dans cette question, on suppose que (A — A\21,,) B = 0,,. Montrer qu’au moins
I’'une des colonnes de B est un vecteur propre de A sous forme normale.

IV.3.d. Dans cette question, on suppose que (A A2l,)B # 0,. Montrer que A possede
un vecteur propre sous forme normale.

IV.4. Dans cette question, on suppose que A ne possede qu'une seule valeur propre A.
IV.4.a. Montrer I’existence d’une matrice B € A, (C) non nulle vérifiant chacune des
propriétés suivantes :

i) il existe o € C tel que : AB + B'A = aB;
ii) il existe 8 € C tel que : AB'A = 3B.

IV.4.b. Vérifier que (42 — oA + 1,)B = 0,,.

IV.4.c. Montrer qu'il existe (v,d) € C? tel que (A —~I,)(A — 61,)B = 0,,.

IV.4.d. Dans cette question, on suppose que (A — 61,)B = 0,,. Montrer que A possede
un vecteur propre sous forme normale.

IV.4.e. Dans cette question, on suppose que (A — §1,)B # 0, et 6 = X\. Montrer que A
possede un vecteur propre sous forme normale.

IV.4.f. Dans cette question, on suppose que (A — 61,)B # 0, et 6 # . Montrer que
A — 01, est une matrice inversible et en déduire que (A — ~vI,)B = 0.

IV.4.g. Que conclure ?

Fin de I’énoncé
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