Psi 999 — 2023/2024 .
Exercices

Séries entiéres

1 Rayons de convergence

Gp41 5 ;
pour calculer des rayons de convergence : trés souvent, il

On retiendra qu’il y a autre chose que

n
est préférable de penser les choses en termes de « pour quels r la suite (a,r™)nen est-elle bornée ? »

Exercice 1 — Mines 2016 [5/10]
Moutrer que le rayon de convergence de Y a,,2" est la borne supérieure de ’ensemble des r > 0 tels que

n
(Z apr est bornée.
k=0 neN

Exercice 2 — TPFE 2016 [3/10]
Donner le rayon puis le domaine de convergence de

Zsin (77\/ n? + 1) z"

Exercice 3 — Centrale 2010 [2/10]
v+ (-1)"

On définit, pour n > 2, a,, = In () - Déterminer le rayon de convergence de > a,z™.

Vvn -+ 1 n>=2

Exercice 4 — Des rayons ; stage 1
Déterminer les rayons de convergence des séries entiéres Y a,2", avec a,, défini des fagons suivantes :

n

n
1. a, = —;
n!
1)? 2.
2. ap = et _en” .

3. a, = (Inn)~"™" puis a, = \/ﬁ_ﬁ;

4. a, = eVn puis a, = e_ﬁ;

1 ne
5. an = (COSh ) ;
n

6. a, = 999V,

Exercice 5 — Des rayons; stage 2
Same player shoot again.

1. ag, = 971" et agp41 = 999" ;

5 (v/n)!' sin est un carré d’entier
Sy =
" 0 sinon

0 sinon

{%w sin = pl
3. a, =

4. ag =0, a; =1 et ap42 = an + ap41 pour tout n € N.



Dans les situations un peu théoriques, on peut (pour se fizer les idées) remplacer U’hypotheése « R(Y . a,z™) =

K » par « a, = » : ¢a marche assez bien pour intuiter le bon résultat.

ﬁ

Exercice 6 — Gapembert [5/10]

a .
On suppose : e RN # 0. Déterminer le rayon de convergence de 3 a,,z".
n n—-+4+oo
a
Exercice 7 — a2, — et nla, [6/20]

n!
On suppose que > a,2" a un rayon de convergence R > 0. Que dire de celui de > a22"? et de celui de

a
> —T'Lz” ? Et enfin de celui de > nla,z"?
n!

2 Calculs de somme

Exercice 8 — CCP 2017 [4/10]
Rayon de convergence et calcul de la somme de la série entiére

3 m
anQxl

Exercice 9 — Mines 2016 (deux fois) [4/10]

+o00o n
Rayon de convergence et calcul de —a".
Y & 2 Gt

Exercice 10 — Mines-Télécom 2016 [2/10]
Rayon de convergence et calcul de la somme de la série entiére Y (n? +n + 1)z"

fo%e) 4n
. x
Exercice 11 - R;O ) [8/10]
%) x4n
On pose f(z) = n2=:O )

1. Domaine de définition de f 7

2. Etablir une équation différentielle du quatriéme ordre vérifiée par f, et la transformer en une
équation du deuxiéme ordre en considérant f” + f.

3. Trouver la valeur de f(x).

Exercice 12 — Mines 2009 [9/10]

Calcul de la somme N

dn+1 "
; @n—Dn+1)

Exercice 13 — Encore des sommes [8/10]
Calculer les sommes suivantes (en donnant les rayons de convergence) :
too n
x
1. —
Z 2n—1"
n=0
—+oo
n+3
2. "
2 it

n=0




Exercice 14 — Mines 2010 [9/10]

Calculer %O (=1)"
n=0 47’L + 1

1
Si jamais on arrive & quelque chose ressemblant! ¢ / T on n’ira pas plus loin dans les calculs...
0

Exercice 15 — DES, dérivation... [6/10]

+oo
1
leul :
Caleuler nz::o (n% + 3n + 2)(2n)!

3 Des développements en série entiére

Exercice 16 — Mines 2017 [6/10]

Soit a € R% . Donner le développement en série enticre de
(sha)zx

22 —2(cha)x + 1

fizr—

Exercice 17 — Arccos [2/10]
Développer la fonction Arccos en série entiére.

Exercice 18 — TPFE 2009 [6/10]
Soit f: x € [~1 1]'—>+ZOO(_1)”
oit f:xe[-1, —

n=2 +n

1. Montrer que f est indéfiniment dérivable sur [—1,1].

2. Montrer par deux méthodes que f est développable en série entiére autour de 0.

Exercice 19 — Mines 2010 [8/10]

+oo
Soit f:x— Z cos(n?z)e ™.
n=0

1. Montrer que f est de classe C*° sur R.

2. En minorant ‘ fp) (O)’ pour p € N, montrer que f n’est pas développable en série entiére.

Exercice 20 — Des développements en série entiére
Développer en série entiére (en précisant le domaine de validité du développement) les « fonctions »
suivantes :

1. In(2? — 52 + 6).

2. e*sinx;
3. In(1+ z + 2?) (attention : 1 + x + 22 = =);
1
4, — = .
1+x— 223
1=
5. g v (il y a peut-étre un produit de Cauchy qui rode...).
x
6 (14 z)sinz\” _
. . ;
7. 17“ : par décomposition en éléments simples, puis en utilisant la relation (1—z—22)f(x))z.
—r—x




4 Mais aussi...

Exercice 21 — TPE 2009 [8/10]
w/2 )
Soient f :t / e ST dt et (E) 'équation ty” +y' —ty +1=0.
0

Mountrer que f vérifie (E). Trouver les solutions de (E) développables en séries entiére. En déduire la

/2
valeur de I,, = / sin” zdzx.
0

Exercice 22 — Mines 2010 : nombres de Catalan [7/10]

Soit (uy,) définie par ug = 1, et pour tout n € N, w,11 = Z UkUn_. Expliciter u,,.
k=0

Exercice 23 — Partitions d’un entier [6/10]
On définit, pour n € N, P, le nombre de partitions de [1,n], en convenant que Py =1

n
1. Montrer que pour tout n € N, P11 = > (Z)Pk'

2. Montrer que Y P,z" est de rayon de convergence nul.

P > P,
3. Montrer que > —Tz” a un rayon de convergence R > 0, et que pour |z| < R,ona Y —Tz” =
n. n=0 T

ez—ll
Exercice 24 — A la Cesaro [9/10]

Soit (an)n>0 une suite de réels positifs telle que la série Z an diverge et le rayon de convergence de la

série entiére anx" soit égal a 1. Soit (b, )n>0 une suite réelle telle que b,, ~ a,. Montrer que lorsque
éri tie " soit égal a 1. Soit (by)n> ite réelle tell b Mont 1

o0 o0
g apx™ ~ E bx"
n=0 n=0

x tend vers 17, on a

5 Des indications (et méme un peu mieux)

Ezercice 1 — Notons R, le rayon de convergence, et S la borne supérieure en jeu, ainsi que &, et &’ les
ensembles dont R, et S sont les bornes supérieures par définition. D’une part, £ C &,, donc S < R,.
Mais si r < R,, alors Y a,r™ est convergente, donc les sommes partielles sont bornées, donc r € £’. Ceci
montre : R, < S (quitte a passer par r = .5 — %)

Ezercice 2 — mv/n® +1=nm (14 525 + o(1/n?)), puis u, = % +O0(1/n?)...

_1\n
Ezercice 8 — On trouve a,, ~ (=1 ,donc R=1

vn

1
Ezercice 4 — D’Alembert : —; ~ e(m+1)? . 0;a,r" =€ :1et1let]letl; méme méthode : si o > 3 alors
e

R=0,sia<3alors R=1etsia=3alors R=e /2; q,r" = : 1.

1 1
—— 11, ~Kp"avec K >0: R= —-
/999 4 ®

Ezercice 6 — D’Alembert pour les suites : en prenant u,, = a,r"™ on s’intéresse au caractére bornée de

(u2n) €t (ugn41); finalement R = 4/ ﬁ

Ezercice 5 — (a,r™) bornée ?



Exercice 7 — Avec |a,|r"™ : Ry = R?, Ry = 400 et on ne peut rien dire pour R3 : voir a,, =1 (R =1 et
1 1

R3 =0), an = —= (R = +oo et Ry =0), an = — (R =400 et R3 =1). On peut quand méme dire que
n!

e

si R est fini, alors Rg =0.

1
n+2’

. . 3n
Exercice 8 — Je commence par écrire 5 = 3—6

3 +%(ln(1—x)+x)

et quelques lignes plus loin j'obtiens pour

x € [~1,00U0,1[: S(a) = —

8

1k

0

T ————

-1 L L L I I I I I
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FIGURE 1 — S50(z) vs. 2= + 5 (In(1 — z) + )

1 1 1
FEzxercice 9 — 1l peut étre intéressant de partir de (QnTJlr 01 =3 ((Qn)! — ot 1)!)
) +oo +oo +o0 ”
Exercice 10 - Y. (n?+n+1)a" =2 >, (n+ Dna" L+ Y a"=a(--)" +---
n=0 n=0 n=0
Ezercice 11 — On a bien entendu f* = f, équation a laquelle on peut appliquer la théorie vue en

premiére année (le passage de l'ordre 2 a I'ordre 4 étant naturel...), ou bien comme proposé dans ’énonce,

1
on pose g = "+ f, de sorte que g’ —g = 0... On aurait pu voir dés le début que f(z) = 3 (cosx + cosh ),

par exemple via e, e®, ... : cf exercice précédent.
4 1 2 1
Exercice 12 — Déja, @n Jﬂbl;gn 1) i r— + P Ensuite, distinguer les x strictement positifs ou

In(1 —z)

négatifs. Pour > 0 par exemple, on trouve —1 — ++v/xArgthy/z via F(t?) ou bien en sommant

des intégrales.

1,1 1/2 1/2
Avec Argth : x — iln 1 7z qui est une primitive de x +— T2 1J/r:c + 1133.
fa2) +1\
Ezercice 13 — pour x > 0, f1(z) = y/zArgth(y/x) —1 (considérer () ), avec Ry = 1. De méme,
x
1 5Argth
Ry =1, et aprés une décomposition en éléments simples, pour x > 0 : fo(z) = + '8 (\/5)

21 — 2) NG

Enfin, R3 = 400, avec f3(x) = .
cosy/—z sinon

{cosh\/f siz>0

: Af & (=D" s / 1
Ezxercice 14 — Définissons, pour —1 <z < 1: f(z) = nz=:0 1 1® " Onasur|—1,1[: f'(z) = Tt
x
d
puis f(z) = / oA La convergence uniforme de la série sur [0,1] (majoration du reste d’une série
0



1
dt
alternée) nous assure que f(z) — f(1), donc? f(1) = / i Apreés un calcul fastidieux mais sans
r—1— 0
finesse particuliére :
1
dt V2 V2 V2
S=f)=] — = =Xm2+v2) - Lm2+ r.
f(1) /01+t4 4n(+\[) 8n+87r

14
FEzercice 15 — Décomposition en éléments simples, dérivation... pour trouver —10 + 2e — —-
e

Ezercice 16 — Sauf erreur,

(sha)x B (sha)z o eY/2 n e /2

22 —2(cha)r+1 (z—eY)(z—e @) z—e z—e @

—Q

Le rayon de convergence est alors e™®, et aprés factorisation on développe 1 en série entiére.
—u

Exercice 17 — La dérivée de la fonction Arccos est développable en série entiére, avec un rayon 1. En
2n+1

2 l
intégrant : Arccos(z - = Z 1 n,Q; +1

Exercice 18 — Pour la continuité, convergence uniforme par controle du reste, ou normale par regroupe-

. n(—z
ment par deux. Interversion dans Z Z ) ( ) par convergence normale (aprés regroupement
n n

n

par deux). What else ?

(2r)(Q
Exercice 19 — On devrait avoir f(2)(‘) = O(1/R?"), ce qui n’est guére envisageable, car avec une
p)!
comparaison somme/intégrale soigneuse (attention a la bosse) :
+o00
2P0 Z n'Pe™" > / tPe~tdt — (4p)*Pe™ P ~ (4p)!
n=0+ 0
d’apreés Stirling.
, : o 1 1 1 11
Ezercice 20 — Tout d’abord, sur | — 2,2[ : fi(z) = 7 5246 7.3 + 5 = 3143
1 1
31 a3 Ensuite®, In(1+ z 4+ 2?) = In(1 — 23) — In(1 — ) ; on décompose en éléments simples pour
-z
trouver sur | —1,1] :
1R
Be) =23 (1 +2.27/2 (2 cos(3nm/4) — sin(3n7r/4))) "
n=0

Il est pratique d’écrire f3(z) = (1 —x)(1—22)~/2, pour obtenir aprés produit de Cauchy entre des séries
absolument convergentes (pour |z| < 1) :

)= 3 (V) e,

n
n=0

Exercice 21 — Théoréme de Leibniz pour les deux dérivations, qui fournissent bien ’équation souhaitée,
via une intégration par parties dans tf”(¢t). Ensuite, g(t) = > anz™ vérifie (E) si et seulement si (n +
1)%2a,41 = a,_1 pour tout n > 1, ce qui laisse exactement deux degrés de libertés (pour obtenir des séries
de rayons de convergence infinis). Par ailleurs, on peut intervertir sans probléme somme et intégrale dans

2. Préciser!
3. Désolé...



+oo

I
f(t) (apres avoir écrit I’exponentielle comme une série!), ce qui donne : f(t) = E (—1)”—7:15”. On trouve
n!
n=0
. 2p)!'w 4rpl?
finalement comme toujours : Is, = — et I = —————. « Ce n'est peut-étre pas la
! T gepl2 2 LT (2p + 1)1 p p

méthode la plus efficace pour calculer I, »...

Ezercice 22 — Grand classique : f(z) = E upx™ vérifie, si son rayon de convergence est strictement

positif : o2(z) — f(z) +1 = 0, puis f(z) = Y2

5 - Réciproquement, ’application g : =z +—
x
1—+/1—-4x

est bien développable en série entiére, et les coefficients du développement vérifient la

x
méme relation de récurrence que les w, (avec les mémes premiéres valeurs), donc sont égaux aux u,.
1

Finalement, (un: n -+ 1).

2nn
Les informaticiens ont vu* une preuve a priori de la majoration u, < 4™, ce qui simplifiait une partie
du raisonnement. Enfin, pour f4, la décomposition en éléments simples est standard. Il est intéressant
de noter que les coefficients de la série de Taylor vérifient la relation a,42 = a, + an41, avec ag = 0 et
a; =1 : 1l s’agit de la suite de Fibonacci, et f4 est développable en série entiére sur |1/«, —1/a[, avec
1-v5
2

«

Ezercice 23 — Choisir le nombre d’éléments qui vont accompagner n + 1, puis choisir ces éléments, puis
partitionner le reste. La relation de récurrence induit P, > n! par récurrence immeédiate, d’ot le rayon
n

. .. Pn 1 (63X
de convergence nul si on ne divise pas par n!. Enfin, en notant o, = —, on a a1 = E _
n! n+lé=n—k

relation dont on tire S’(x) = S(z)e”...
+oo

Ezercice 2/ — On va poser ¢, = b, — a, (de sorte que ¢, = o(ay)), et montrer que chx" =

n=0

“+ o0
0 <Z anx"> . On fixe pour cela € > 0. Il existe un rang N au dela duquel on a d’une part |¢,,| < ean, et
n=0
n n
>

€ . . L
d’autre part < 3 Z ay (théoréme de comparaison des sommes partielles dans le cas d’une série

k=0 k=0
positive divergente).
“+oo —+o00
On a alors E | < e E anz". Pour le premier morceau, on est ramené a des polynomes :
n=N+1 n=N+1

N N
g cpx” E Cn
n=0

n=0 < E
X )
N x—1— N 2
E apz" E an,
n=0 n=0

donc pour x assez proche de 1, etc...

4. en interprétant u, comme le nombre d’arbres binaires a n noeuds



