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Méthode de Stein

— On note F l'ensemble des fonctions bornées de N dans R.

— On note P l'ensemble des suites de nombres réels positifs de somme égale
al:

P:{P:(pmnZO)telque‘v’nZO,anOGt an=1}~

n=0

— Pour P et () deux éléments de P, on définit

Y=

neA ncA

dist(P, Q) = sup

ACN

)

i_'fo 14(n)pa — f: 14(n)ga

= sup
ACN

ou 1a(n) =1sin € Aet 14(n) = 0 sinon. On pourra écrire P(A) pour
EneApn-

— Dans tout ce qui suit, A est un réel strictement positif fixé et A est un élément
de F, c¢’est-a-dire une fonction bornée de N dans R.

I Préliminaires

1. Trouver le réel c tel que la suite
c—,n >0,
n!

appartienne a P.
2. Soit p et ¢ deux réels de [0, 1]. Calculer

dlSt<(1_p7p707)7 (1_(]7Q707))

3. Soit f € F et P € P, montrer que la série de terme général (f(n)p,, n > 0)
est convergente.



II Caractérisation

Soit Py = (p{V, n € N) € P défini par

n

n

A
pN) = e — pour tout n € N.
n!

4. Soit f € F, montrer que la série de terme général (nf(n)pM, n > 0) est
convergente.

5. Pour tout f € F, établir I'identité suivante :

XS Fn 1) o = S nf(n) g, 1)
n=0 n=0

Soit @ = (¢n, n > 0) un élément de P tel que pour tout f € F, 'identité suivante
soit satisfaite :

AS fn 1) gn = nf(n) gu.
n=0 n=0

6. En choisissant convenablement des éléments de F, montrer que ) = P,.

III Résolution de I’équation de Stein

On note Sy, 'ensemble des fonctions f de N dans R, telles que, pour tout
entier n > 0, 'identité suivante soit satisfaite :

M(n+1) =nf(n) = h(n) = 3 h(k) p”. (2)
k=0
Pour simplifier les notations, on note A la fonction définie pour tout n > 0 par

) = o) = 3 n) 1

7. Montrer que S, possede une infinité d’éléments et que pour tout f € Sy,
pour tout entier n > 1,

(n—1)! =t \k

fln) = T Y R Gy 3)
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8. Pour f € &y, pour tout entier n > 1, établir I'identité suivante :

(n—1)! & Ak
o

flo) == K

9. En déduire que toute fonction f € S, est bornée.

IV  Propriété de Lipschitz

Pour une fonction f de N dans R, on considere la fonction A f définie par

Af:N—R
n— f(n+1)— f(n).

On veut montrer que pour f € S,

sup |Af(n)] < * == (Sup h(k) — inf h(k)) | (5)

n>1 keN keN

Pour un entier m > 0, on considere d’abord le cas particulier ou b = 1y, :
h(m) =1 et h(n) =0 si n # m.

On note f I'un des éléments de Sy, ;.

10. Etablir pour 1 < n < m, l'identité suivante :

(=)
Fuln) = = TR e 2

k=0

11. Etablir une identité analogue pour n > m > 0 et en déduire le signe de f,, (n)
pour tout n > 1.

12. Montrer que la fonction Af,, est négative sur N\{0, m}.

Indication : on distinguera les cas 1 <n <m et n >m > 0.

13. Etablir les identités suivantes :
1— €—>\ e—>\ [e'e) )\k m )\k
A = A = — - —
o= 15 a5 (£ feE

k )
— pour m > 0.
m



14. En déduire que

1— —-A
sup A fyn(n) < ———.
n>1 A

On étudie maintenant le cas général. On définit la fonction h, par
hy(n) = h(n) — Igglg h(k).

15. Montrer que Sy, = Sy, .

16. Montrer que la série
> hi(m) f(n)
m=0

est convergente pour tout entier n > 1.

17. Montrer que la fonction f définie, pour tout n > 1, par

f(n) = > hi(m)fu(n),
m=0
appartient a Sj,.

18. En déduire que pour tout entier n > 1,

Fn1) — fn) < 2 <sup h(k) — inf h(k)).

A kEN keN

En utilisant —f et h_ = supyn h(k) — h, on prouverait de fagon analogue que
pour tout entier n > 1,

(fn+1) - ) < 1= (supmk) =g h(k)) |

A kLEN keEN
et qu’ainsi I'inégalité (5) est vraie dans le cas général.

) TSVP



V Application probabiliste

On considére (X, k& = 1,---,n) une suite de variables aléatoires discretes
indépendantes. On suppose que pour tout entier k € {1,--- ,n}, X} suit une loi
de Bernoulli de parametre 7, € ]0, 1] :

On pose A = Y7)'_, i ainsi que

S =Y Xy et pour tout k € {1,--- ,n}, Wy =S5 — X.

k=1

On identifie la loi de la variable aléatoire S et I’élément (P(S = k), k € N) de P,
I’ensemble défini au début de ce texte.

19. Pour tout k € {1,--- ,n}, pour tout f € F, montrer que

X f(S) = Xpf(Wi + 1) et que E(f(Wy)Xy) = reE(f(Wh)).

20. Soit h € F et f € Sy, établir I'identité suivante.

RS+ 1)~ S7(8) = 3. reB( Xl FWe +2) — fWe +1))).

21. Etablir que

dist(loi(S), Py) = sup ‘E()\ Fa(S +1) = Sfa(S))

ACN

?

ou f4 est un élément de Sy ,.

22. En déduire que
dist(l0i(S), Py) <

FIN DU PROBLEME



