Mines M2 2020 - Corrigé - NON RELU

I. Résultats préliminaires

I.1. Etude d’une série entiére

1. Soit 2 > 0.
o t > t*"te7t est continue sur R}.
° tm—le—t ~ 1 )
t—»0 tl-=

Or t = —— est intégrable sur 10,1] (Riemann et 1 -z < 1), donc, par comparaison, t — t* e

1 est intégrable sur

10,1].
ta:—].e—t 1
J =t""e™* - 0 par croissances comparées, donc t*tet = o [=).
1/t2 t—+o00 t—too \ #2

1
Orte~ e est intégrable sur [1, +oo[ (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, t ~— t* ‘e est intégrable sur [1, +ool.

+00
o t > t"Le7" est donc intégrable sur R%, donc, en particulier, [ t* et dt converge, donc T'(x) existe.
0

De plus, pour tout ¢ > 0, t* *e™* > 0, donc, par stricte positivité de I’intégrale convergente,
+oo 1
I'(z)= f t*te7tdt > 0.
0

2. Soit z > 0.
Posons u(t) = t*, u'(t) = xt* 1, v/(t) = 7", v(t) = —e7".
u et v sont de classe C' sur RY.
u(t)v(t) =t%e™" e 0, car z > 0.

u(t)v(t) =t"e™" - 0 par croissances comparées.
t—+oo

+o0 +oo
Enfin, fo u(t)v'(t)dt = T'(x + 1) converge, donc, par intégration par parties, A u'(t)v(t)dt converge et

oo + 00
MN(z+1)= [tze_t]; + f wt* tetdt
0

+ oo
=0+z f t*le7tdt = a(x).
0

3. Pour tout x # 0, posons u,(z) = a,z™ #+ 0 car a, # 0 d’aprés la question 1. Pour tout n €N, on a :

n+1

_ F((n+a+1)+1)
(n+ DT (n+a)

Un+1 (33)

]

|P(n+1+a+1)nlx
- ’I‘(n+x+1)(n+1)!x"
_(n+a+)I(n+a+1)
 (n+DI(n+a+1)

n+a+l

|z| (d’aprés la question 2 avec n+a+ 1> 0)

n

|| ~ —lz] > o],

n+1 n—+oco 7, M—>+00

donc, d’apreés le critére de d’Alembert pour les séries numériques,

— sifz[<1, > up(x) =) ap,z” converge absolument, donc R > 1;
n>0 n=0

— sifa[>1, X up(x) = ) apz™ diverge grossiérement, donc R < 1.
n>0 n>0

On a donc R=1.
4. Pour tout = €] - 1,1,
oo +o00 400 tn+a n -t
Z apx” = Z [ #dt.
n=0 n=0-0 n:

tn+a$ne—t
Fisons x €] — 1,1[ et posons, pour tout n €N, f, :t e R} — —
n!

n

X . A * . . 4,
— Pour tout neN, f,:t— —'e”J’ae_75 est intégrable sur R} comme multiple (par une constante indépendante de )

d’une fonction intégrable sur R} (d’aprés la question 1).

a -t (@)"
— Pour tout >0, Y. fo(t) = t%e™ oy

n=0 n=0 :

converge (multiple d’une série exponentielle) et sa somme vaut :

+o00
F(t) =3 fa(t) =t e = (=Dt
n=0

De plus, f est continue (par morceaux) sur R}.



n
— Pour tout n € N, [ |fn(t)|dt = i “—T'(n+a-1) = ay|z|", donc )’ f |fn()]dt = Y ayla|™ converge (car
n! n>0
x €] —1,1[, disque ouvert de convergence de la série entiére Z anx", donc Z anx"™ converge absolument).
n>0 n>0
D’ou, d’aprés le théorémiie d’intégration terme & terme, f est intégrable sur R} et

+ 00

+o00 +00 +oo too
> apa” = Zfo fn(t)dt:fo f(t)dt:fo po o=t gy
n=0

n=0

u
Posons u= (1 -2)t =t = 1T Comme z €] - 1,1[, ce changement de variable est de classe C* strictement croissant

et réalise une bijection de R} sur R}.

onadt_fl—“

-z
+oo
D’ol, comme f tee>Digy converge, on peut effectuer le changement de variable sur l'intégrale impropre et la

0
nouvelle intégrale converge et :

+o0 +00 @ 1 +00 T 1
[ el Dy = f Y e du = f u®e  du ﬁ
0 o (1-2)* 1-z (1-z)>*1 Jo (1-x)art’

On a donc bien I'égalité demandée.

I.2. Projections orthogonales

Tout est du cours dans cette partie, et il s’agit de le redémontrer...

5. Comme F est un sous-espace vectoriel de E de dimension finie, on a F @ F* = E.
Par suite, pour tout x € E, il existe un unique (y,z) € F' x F* tel que z =y + z et on pose alors 7p(z) = y.

6. Pour tout ye F, y = z y,e;) e; (décomposition dans une base orthonormée).
=1
De plus, pour tout = € E, en notant = = y + z la décomposition de X selon & F'*, on a :

Vie [[Ln]]’ (xaei): (y7ei)+ <Z,ei) :(y,ei),
—
=0 car e;eF et zeF'%

donc on a bien

n n
7TF(:E):y=Z<y,el Zzez
i=1 i=1

7. Onaz=np(z)+z-7mp(x) od np(z) L (x —7p(x)), donc, d’apres le théoréme de pythagore,
— Y——
el et
1

2] = |7p (@) + o - 7p ()],

donc on a bien

n
lz - 7r@)|? = |z - |7rr(z)|? = |2]* - > (z,e;)°  (d’apres la question précédente).
i=1

II. Polynémes de Laguerre

8. Pour tout (a,b) € R?, en posant u = (a,b) € R? et b= (b,a) € R?, et en considérant le produit scalaire canonique de R?,
noté (.|.), on a, d’aprés Cauchy-Schwartz,

|(ulv)| </ (ulu)(vv), (e [2ab] <\/(a2 +b2)2 = a® +b*. CQFD.

9. Soit f et g deux éléments de F,,.
x> x% " f(x)g(z) est continue sur R} comme produit de fonctions continues.

Pour tout = > 0, 0 < |[z% “f(x)g(z)| = % *|f(z)g(x)| < xaeﬁM. Or f+°° xaefxwdz

converge comme combinaison linéaire d’intégrales convergentes (car f,g € E,), donc, par comparaison d’intégrales
+00 +o0
de fonctions positives, f |z%e™ f(z)g(x)|dx converge, donc f x%e”* f(x)g(x)dx est absolument convergente,
0 0
donc convergente.

10. o E, c C([0,+oo[,R) par définition de E,.
e La fonction nulle est dans E,, donc F, # @.
e Pour tout (f,g) € E,, pour tout A e R, A\f + g€ E, car :
— Af + g est continue sur R, comme combinaison linéaire de fonctions continues.



— pour tout x >0,
eI+ 9)(@))? = NaeT f()? + 22x%e ™ f(2)g(x) + e g(x)?,

donc

[0+oo e (N f +g)(x))dr = N2 f0+00 % f(z)dz + 2\ f0+oo xae_wf(x)g(x)dx+fo+m % %g(x)dx

converge comme combinaison linéaire d’intégrales convergentes.
e E, est donc bien un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel C([0, +oo[,R).

11. Soit p une fonction polynomiale sur [0, +oo[. Alors :
— p est continue sur R+, car polynomiale.

— En posant p*:z Z apx” (possible car p? est encore polynomiale) on a, pour tout z > 0,

e p(z)? Zakx Fewo,

donc
+o00 d +00 d
[ e p(z)? = Y ay / e dr = N T (a+ 1+ k)
0 k=0 0 k=0

est convergente comme combinaison linéaire d’intégrales convergentes (car «+ 1 +k > 0).
—
>0

On a donc bien p e E,,.

12. Pour tout n € N, ¢,, est de classe C* sur R} comme prosuit de fonctions C*.
On a

po:x e,

donc g : x — x_aeicp(()o)(x) =1,

prix e attle
donc ga( )iz (a+1)z% ™ -z e,
donc ¢ : x x_aeﬂpg)(x) =(a+1)-uz,
2 x> et
donc gp( )iz (a+2)z® e — 227,

donc gp( Vize (a+2)(a+1)a% ™ - 2(a+2)z* e + 242"

donc ¢ 1z — zfo‘emgog)(o:) =(a+2)(a+1)-2(a+2)x+1.

3

13. Pour tout a € R, posons g, : x +— x°.
. est de classe C* sur R} et, par récurrence immeédiate
+ ’ ’

k-1
VkeN, Va>0, ¢®¥(z)= (H(a - i))xak
=0

oll, par convention, le produit vide (pour k = 0) vaut 1. Posons aussi h : ¢ +— et

h est de classe C* sur R} et,
VkeN, vaz>0, h®=(-1)ke.

D’ol, comms ¢, = gniah, on a, d’aprés la formule de Leibniz, pour tout z > 0,
n k n—
AP =3 (7)o (@ @)

(( )( 1)nkygntack _””H(n+a—z))
donc
U 2o ()

S B (e teeter Tl ea-)
> ((Z)(‘l)” (O —z‘))x"’“

k=0 =0



14.

15.

16.

donc v, est bien polynomiale sur R} et, comme

(’5)(—1>"-°jr;[:(n+a ~i)= ()" %0,

son degré est n et son coefficient dominant est (-1)".

+o00
e Pour tout (f,g) € E2, (f,g) = / x%e™" f(x)g(z)dx existe d’aprés la question 9.
0
e Pour tout (f,g,h) € E2 pour tout \ € R,

Of+g= [ e O @) + o))
= fMo x%e™ f(x)h(x)dx + f+oo x%e Pg(x)h(z)dx (par linéarité de l'intégrale convergente)
0 0
=A(f,h) +({g,h),

donc (.,.) est linéaire & gauche.
e Pour tout (f,g) € B2,

(foh= [ are p@g)de = [ et g(@) @) = (9. 5).

donc (.,.) est symétrique.

e (.,.) est linéaire & gauche et symétrique, donc bilinéaire.

e Pour tout f € E,, pour tout z >0, 2% " f(x)g(z) > 0, donc, par positivité de I'intégrale convergente ("0 < +oo"),
ona:

(f. f)= /(;W e f(x)dz > 0.

+0o0o
De plus, comme z + 2%~ f(x)? est continue positive, comme 0 < +co et comme f e f(x)%dx converge, on a
0

+o00
(1) =0 [ 7wt f(a)dw =0
0
< Vr>0, 2% f(z)?=0
< V>0, f(z)=0,
donc (.,.) est défini positif.
e (.,.) est donc bien un produit scalaire sur E,.

Soit m € N*.
e D’aprés les calculs faits & la question 13, on a, pour tout k € [[0,n - 1]],

k i—1
A (@)= Y. ((’“)(1)x [I(n+a —j)).
i=0

J=0

Pour tout 4 € [[0,k] c [0,n~ 1]}, n+a—i>a+1>0, donc lim z"**™* = 0, donc

x—0

k k i1 )
sDglk)(x) - Z ( .)(_1)16—1 H(n+ a_j)xn+a—7, =
0| \? J=0 |

constante par rapport a =

comme somme finie (nombre de termes indépendant de x) de termes de limite nulle.
e De plus,

(k) k i-1
$n (.’E) _ k _1\k—t . n+o—i —x/2
-z —Z(:) (z (-1) |‘70|(n+a 7) x e x_::OOO
= 7= —0 par croissances comparées

constante par rapport a =

comme somme finie (nombre de termes indépendant de x) de termes de limite nulle, donc on a bien
k —
e (@)= o (7).
Tr—>+o0o

e Soit m et n deux entiers naturels.
Montrons par récurrence que, pour tout k € [0, n]],

<"/}mawn> = (_1)k ‘/O+°° wg)(x)wgn_k)(x)dx (HR’C)



Initialisation : Par définition de v, et {(.,.), on a

Wnotin) = [ 2 0@ (@)dr = [ ()l @),

donc on a bien HRy.
Hérédité : Soit k € [[0,n — 1]] et supposons H Ry, vérifiée.

+0o0
Alors f V) (1)) () da: converge.
0

Posons alors u(z) = ¥ (z), u/(2) = oD (z), o' () = O(n-ky (), V() = Q(n-k-1)(x) (avec n -k -1>0).
u et v sont de classe C' sur RY.
Yy, est polynomiale sur R, , donc ’(/J(k) est polynomiale sur R, , donc

w(k) a une limite finie en 0, donc comme <p(” *) a une limite nulle en 0 d’aprés la question précédente, on a

lim (Yo (2) = lim o) () o0 (2) = 0.
— et u(z)v(z) = (2)o(e/?) - 0 par croissances comparées.
T—>+00

+00 +00
Enfin, [ u(x)v'(x)dx converge, donc, par intégration par parties, f u'(x)v(x)dx converge et
0 0

(Wmrtn) = (1 [ 0D @)l (@)
- O (R @ P @] = [T e @)l @)
-0 (0= [T @ D @)dn) = (DM [T 00D @) ) e

On a donc bien HRy,1.
Conclusion : D’ou, par récurrence, pour tout k € [[0,n]],

(st} = (CD* [ 0 @) (@),
donc, en particulier, pour k£ =n, on a bien :
+o00 ( )
(U tha) = (1" [ w50 @)n(@)da.

e Soient m et n deux entiers naturels tels que m # n, et, quitte & intervertir les roles, supposons que m < n.
Alors, d’apres le premier point, on a

(Wmotn) = (D" [ 60 @) (@)
Or 1, est une fonction polynomiale de degré m < n, donc ’(/qu:?) =0, donc

(Vmy ) = (—1)"/(;roo ¢£g)(x)<pn(x)dw:f0+oo Odx = 0.

La famille (1), )ney est donc bien orthogonale pour le produit scalaire (., .).

17. D’aprés la question précédente,
+o00
[al2 = (s on) = (D" [ 40 @) (@)da

Or 9, est une fonction polynomiale de degré n & coefficient dominant (-1)", donc pour tout x > 0, wg”)(x) =(-1)"nl,
donc

onl? = 1" [T 00 @ en@de = (1" [ (1)l ()

+o00
:n![ 2" e dx = n!l(n +a+1).
0

I11. Approximation

18. De la méme facon qu’a la question 16, on peut montrer par récurrence que, pour tout i € [[0,n]],
) ) . oo ) -
(s fi) = (<1 f 20D (2) £ () da = (-1 fo oD (2) (—k) e h da
+00
= sz (" Z)(z)e kzdx
0



donc, en particulier, pour ¢ = n, on obtient

+oo + 00
(Vs fr) = K" /(; on(z)e ™ de = k" fo oo (kr)z g,

+oo0 n+a d
= k" f 4 e 24 (changement de variable u = (k + 1)z C' strictement croissant bijectif...)
o (k+1)re Ek+1

_ 1 k " o n+o —Ud_ 1 k nI‘\
C(k+ 1)+t \k+1 /o e u_(k+1)a+1 kE+1 (n+a+1).

Par suite, pour tout n € N, d’aprés la question 17,

n 2
<fk»1/)n>2 (W(ﬁ) F(n+a+1))

lal2 nl(n+a+1)
o1 ( k )an‘(n+a+1)
B (k+1)2+2 \\k+1 oy
1 k 2 N Y [N .
= (k + 1)2a+2 an (k n 1) (ol a,, a été introduit & la question 3)

+1

(fron)® 1 BV
2 T2 (kl)z((kl))

k 2
donc, d’aprés les questions 3 et 4, comme (k—) €] -1,1],

converge et

= (fkvwn)Q _ 1 iy k 2\"
P T PR ((kl) )
1 D(a+1)
(k+1)2a+2 (1_(%)2)(3&1

1 T'(a+1)

T (k+ 1)2a+2( 2ol )“*1
(k+1)2

~ 1 D(a+1)(k+1)%2+2
S (k+1)2042 (2% +1)atl

- D(a+1)

2k + 1)t

Yn )
Hwn Ha nef[0,N]]

19. Pour tout IV € N, Vi est un sous-espace vectoriel de dimension finie de E,, et ( en est une base

orthonormée, donc, d’aprés la question 7,

N 2
|fk—wN<fk>|i:|fk||2—z(fk, U )
2\

N 2
g2 - 3 )

=0 lnl

+oo
= [ ate e da

oo 2h+1
= f %~ Rz g
0

+o00 « d
= fo (Qku+ L e ok Z . (changement de variable affine u = (2k + 1))

= [Tt _ Da+D)
T kit Sy PO T 2kt 1)



20.

21.

22.

donc

N 2
= mn ()2 = el - 3 )
n=0 Hwn”a

_ L(a+1) _JZV: <fk’¢n>2

2k + 1)L 2 [l

R ACES)) _Jf (frrtn)?
N-+oo (2]€ + 1)0”1 n=0 Wn”i
I'(a+1) P(a+1)

2k +1)etl (2k+1)orl 7

donc on a bien Nlim [ fx =7 (fi) ] = 0.
—+400

D’aprés la question précédente, pour tout k£ € N, pour tout € > 0, il existe Ny € N tel que pour tout N > Ny,
Ifie =7n (i)l <e.

En particulier, pour N = Ny, on a | fx — N (fx)|a < &, et T (fi) € Vv = Vect (15 )o<nsy © P comme espace vectoriel
engendré par des éléments de P, donc p = wn (f) convient.

f(-Int) site€]0,1]
0 sit=0
g est continue sur ]0,1] par opérations sur les fonctions continues.

De plus, limg(¢) = lim f (-Int) = 0 = g(0) (par hypothése sur f), donc g est aussi continue en 0 et, par suite, sur [0,1].
t—0 =0

—>+0oo

Soit g:[0,1] > R, t

n
Alors, d’aprés le théoréme admis, il existe une fonction polynomiale p : ¢t — Z Aut® telle que pour tout ¢ € [0,1],

k=0
lg(t) - p(t)| <e.
On a alors, pour tout z > 0, comme e €]0, 1],

M@—iMﬁM
k=0

{ﬂAMww—iM@ﬂk
k=0

=lg(e™) —p(e™) <&,

N 2
donc (f(sc)—Z)\kfk(sc)) <e?
k=0

On a donc, pour tout > 0,
n 2
0<z%™ (f(x) - /\kfk(x)) <x%eve?,
k=0

donc, apr positivité de 'intégrale convergente (avec 0 < +00), on a
2 +o00
< f e e? =’ T (a+1).
0

[0}

+00 n 2 n
OSf %™ (f(l’)— ZAkfk(w)) dz:‘f_z)\kfk
0 k=0 k=0

2
2
<e*, donc

[e3%

£ 3 Ao

k=0

En remplacant € par dans le théoréme admis, on a alors <e.

F= 3 Ak
k=0

€
VI(a+1)
Soit f vérifiant les hypotheéses et ¢ > 0.

D’aprés la question précédente, il existe n € N et (Mg )o<k<n tels que

(e

<e.

[e%

‘f_i)\kfk
i=0

De plus, pour tout k € [[0,n]], d’aprés la question 20, il existe pg € P tel que | fx — pr|a < €, et on a alors

‘ = kb
i=0

= ’ f- zn: Ak fr + i Me(fe = k)
o =0 =0

[e3

< + > [Nl [ fe = prla  (inégalité triangulaire)

o k=0

£5+Z|Ak|5:(1+2)\k)5.
k=0 k=0

F= 3 Ak
k=0

n n
en posant p = Z APk € P, on a bien (quitte & remplacer € par ¢/ (1 + Z )\k) au début de la réponse),
k=0 k=0

|f=pla<e



23. Soit f:a € [0, +oo[ h(y/z)e®/?.
h est continue sur R, et a une limite nulle en +oco (car elle est nulle sur ]A
tout a > —1, il existe p € P telle que

2 +oo[, donc, d’aprés la question 22, pour

If=pla<e.
Or

I ~plo= [ a0 (5@) - p@) e = [T 8 (@) - pla)e )
= [T h(E) - pl@) )
- [ T2 (h(t) - p(2)e 2220t

en posant le changement de variable t = \/z < x = t2.

Ce changement de variable est de classe C* strictement croissant sur R* et réalise une bijection de R} sur R%.

Alors, en prenant o = -1/2 (et le p correspondant & cette valeur de ) et ¢ : t € R — p(tz)7 qui est une fonction
polynomiale paire, on a

F=plap= [ 2@ -pe P2t =2 [ () - a2

- [ (r@-a@ %)

donc

[:o (h(x) - Q(x)e‘zaz)de =|f-pl-1p2 <e.



