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I Utilisation de séries entiéres

I.A- Une premiére formule

Q1.

Q 2.

La série entiére Z ™ a pour rayon de convergence 1.
nz0

1
=

Notons f sa somme. I Pour tout z € ] - 1,1[, f(x) = ]

Pour toute suite (ay, )nen, les séries entiéres Z anx” et Z na,x” ont méme rayon de convergence.
n20 n20

lDonc la série entiére Z nz" a également pour rayon de convergence 1.
nz0

De plus par propriété de dérivation des séries entiéres sur l'intervalle ouvert de convergence, f est de classe
¢ sur | - 1,1] et, pour tout x € | -1,1[ :

1 = n— 1
=g ey

d’ou na" = nr" = ———.
n=0 n=1 (1 - ‘T)2
n nn-1)--(n-k+1 n nk
Soitkeﬂ\fﬁxé.Pourtoutn;kona( )= ( ) ( )etdonc( ) ~—,
k k! k) no+oo [kl
Donc la série entiére Z ( )x” a le méme rayon de convergence que la série entiére i Z nkx", qui vaut
n>0 * n20

1 par k applications successives de la propriété rappelée ci-dessus.
k!
La dérivée k-ieme de f est donnée pour z € ] - 1,1[ par f® (z) = 1—)k+1 (justification par récurrence
-z

sur k) et par ailleurs en dérivant k fois la série entiére on obtient pour z € |- 1,1 :

F®) () = Jio n(n-1)-(n-k+1)z"* =kl io (Z)m”_k

n=k n=k
et ainsi . )
hAES T
Sk = %0)
_ < (n n—k
z* (k)
= Ff (z)
- (1- x)k+1‘
o n\ , +00 10 N CL'k
Ainsi le rayon de convergence de Z ( i z" vaut 1 et Z ( i z" = W
n20 n=0




I.B- Utilisation d’une famille de polynémes

Q 4. Soit ke IN. Comme précisé & la question précédente, le rayon de convergence de la série entiére Z nkam
n>0
est égal & 1, et de plus la série est grossiérement divergente lorsque z =1 et z =-1.

I Donc la fonction fj est donc définie sur | —1,1[.

Q 5. Pour tout j € IV, le polynome H; est de degré j. On en déduit que la famille (Ho, ..., Hy) est une famille
échelonnée en degrés, donc libre, de k + 1 polyndmes appartenant & R[X] qui est de dimension k + 1.
Cette famille constitue donc une base de Ry[X]. Le polynome X* € IRy [X] s’écrit donc de maniére unique
comme combinaison linéaire de cette famille,

k
il existe donc une unique famille (a0, ...,k %) € R*1 telle que Xk = Z ap;Hi  (#).
7=0

Q 6. Pour k=0, on a directement ag o = 1.
Soit k > 1, alors en évaluant la relation (*) en 0 on obtient, compte tenu de Hy(0) = 0 pour tout k > 1,
que a = 0.
En identifiant les coefficients des termes de degré k dans (*), absents dans H; si j < k, on obtient
Ok k

'R =1 et donc oy = k!

Q 7. Soient deux entiers j et k tels que 1< j < k.

k
En évaluant la relation (%) en j, on obtient j* = > an,iHi(j). Si j <ialors X - j est un facteur de H; et
i=0

donc H;(j) = 0. En revanche si j > ¢ on obtient

7! 7

mG) = 3 11G-0- 22D ()

J ; j-1 .
On obtient finalement jk = Za;“(‘]) et en isolant le terme ¢ = j, | g = j]~C - Z ak,i(]_).
i=0 ¢ i=0 L

Q 8.

def binome(n,k):
b=1
for i in range(k):
b=b*(n-1i)/(i+1)
return b

def alpha(k,j):

if k==0:
return 1

else:
A=[0]
for 1 in range(j):

A.append ((1+1)**k-sum([binome (1+1,i)*A[i] for i in range(l+1)]))

return A[j]

Q 9. Soit k un entier naturel. Soit = un réel de ] -1,1].

+00o
o Par définition, fx(z) = Z nFa".

n=0
k +oo k
Or d’aprés la question 5, n* = Y oy ;H;(n). Donc fi(z) = > 3 oy ;Hj(n)a"
=0 n=0=0
k +00
Par linéarité de la somme de séries convergentes, fr(z) =Y ag; >, H;j(n)z".
=0 n=0

. ( ) sinzj . (n . n
Or par définition H;(n) =4 \Jj . Mais par convention ( ) =0si j<n. Donc H;(n) = ( )
0 sinon J J

Ainsi fi(x) = Zk: Qg j io (?)xn

7=0 n=0



Q 10.

Q 11.

Q 12.

Q 13.

k
i > ag i (1- b ke
T _J=0

\J (1 )j+1 - (1_x)k+1

e - (28

+ 00
D’aprés la question 3, > (n)x" = W Ainsi fi(z) = Z ag
n=0 \J

o Soit Py et Qf deux polyndmes tel que pour tout x €] - 1,1[, f(x) =
Alors pour tout z €] - 1,1[, Pr(z) = Qx(x).

Finalement pour tout k € IV, il existe un unique polyndéme réel Py tel que,

P I . ,
pour tout x €] -1, 1[, f(x) = (1_]2(52“ et Py = ;)O%J-Xj(l - X))k,
D’aprés la question précédente :
k . .
PuX) = Y g, XI(1- X))k
3=0
5 (k- .,
- S, XY ( )(_1) X
3=0 o\ !t
k k—j k—
_ Z ak,j( K])( 1)ZXJ+Z
§=0 £=0
k s k—
- Yy et )enixe
5=05=0 5-J
def P(k):
c=1[1

for s in range(k+1):
C.append (sum([alpha(k, j)*binome (k-j,s-j)*(-1)**(s-j) for j in range(
return C

s+1)1))

Soit k£ un entier naturel.

+o00
Par définition, Vz €] - 1,1[, fx(z) = > nFa"
n=0

En tant que série entiére, fi est dérivable sur | - 1,1[ et Vz €] - 1,1[, fi(z) = g:o TRART L
Donc Vx €] - 1,1[, fre1(z) = 2fi(x). )
Or Va €] - 1,1[, fu(x) - M. Done ¥ €] - 1,1, f1(x) =
x(l z)Pl(z)+ (k+ 1):EPk(:c)

(1 x)k+2
Par unicité du polynoéme Py, 1, I Peii(x) =x(1-2)P(z) + (k+ 1)z P ().

(1-z)P(z)+ (k+ 1)Pk(x)
(1-2)k+2

Alors Vo €] = 1,1[, fr1(x) =

Py=1,P =X.

Donc Po(X) = X(1-X)+2X?
= X?+X
Py(X) = X(1-X)2X+1)+3X(X?+X)
= 2X%24+ X -2X3-X?+3X3+3X72
= X34+4X%+ X

Montrons par récurrence sur k que Pj est un polynéome de degré k et que son coefficient dominant noté
¢, vaut 1.

(I) Py, P, P, et P sont des polyndome de degré respectifs 0, 1, 2 et 3 et leur coefficient dominant vaut 1.

(H) Soit k un entier naturel. Supposons que Py est un polynome de degré k et que son coeflicient dominant
vaut 1.
D’aprés la question 11 Py = X (1 - X)P| + (k+ 1) X Py.
Donc Pgy1 est un polynome de degré inférieur ou égal a k + 1. Et ¢xrq = —kep + (k+ 1)eg = ¢, = 1.
Donc P41 est un polynéme de degré k + 1 et de coefficient dominant a 1.



I Ainsi Py est un polynome de degré k et que son coefficient dominant vaut 1.

Q 14. Procédons a nouveau par récurrence sur k.
1 1
OER (—) =z =P (z) et 2°Py (—) =z? (
x x

1
(H) Soit k un entier naturel non nul. Supposons que pour tout z € ]0,1[, z** P, (—) = Pi(z).
x
D’aprés la question 11 Py = X (1 - X) P+ (k+1)X Py.
1 1 1 1 1 1 1 1
Donc Vz €]0, 1[, 22 Pyyy (—) = g**? (— (1 - —) P (—) +(k+1)=P (—)) =z ((x -1)P, (—) +(k+1)zPy (—))
x x x x x x x

X

1

1
o +x)=x+x2=P2(:c).

1
Par hypotheése de récurrence, vV € 0, 1], zFp, (—) = Py(x).
x

1 1
Donc en dérivant, Yz € 0,1[, (k +1)z* P, (—) —z" P (—) = P/ (z).
T T

Alors Piy1(2) x(1-2)P(x) + (k+1)zPy(x)

_ :c(l—:z:)((k+1)szk(é)—xk_lP,g(l))+(k+1)ka(:c)
= (k+1)xk+1Pk(%)—xk(l—x)P,;(%) (k+1)xk+2P( )+(k+1)ka(x)
_ :ck((m—1)P,;(31€)+(k+1)ka(i))+(k:+1)x(—xk+1Pk(é)+(I<;+1)Pk(x))

1
= $k+2pk+1 (_)
xr

Ainsi par le principe de récurrence, Vz € ]0, 1[, z**1 P, ( ) P (x).
T

Q 15. Soit k un entier naturel non nul.
Il existe des réels cg,c1, - cx tel que Py(z) =Y. ;7

i=0
D’aprés la question 13, ¢ = 1 et de méme par récurrence, on montrerait que ¢y = 0. Donc ¢y = ¢x41 = 0.

1 ko1
Alors zF+'p (—) = gkl Z ci—
x § xt

i k+1—i
= Gt

=1

™M=

Chk+1- zm

I
—

3

Donc par unicité des coefficients I Vie0,k+1], ¢; = Cy1-i-

I.C- Une derniére formule

2
Q 16. Pour z #0 fixé et n € IN, posons u,, = ( n) |z™] > 0. On a alors
n

Une1  (2n+2)!(n!)? 2n+2)(2n+1) 4
(e P T ez Bl el

1
On déduit alors du critére de d’Alembert que si |z| < 1 alors la série de terme général u,, converge, et que

1
si |z| > 1 alors cette méme série diverge. On en déduit que R = T
Par développement en série entiére de référence on a, pour tout z tel que |[4z| < 1,
1 +00

=(1-42)"2 =1+ Y a,(-4z)"
1-4x n=1

nl2n nl2n 2npl 40

A e (e 5050

n=1

ot, pour tout ne€ IN*, a,, = I:[l(_% _ ) - (=" 1;[(% +1) = (=" (2n)! _ G (2:)
|

et || ainsi, pour tout x € I = ]—




Q 17. La fonction x = /1 - 4z est dérivable sur I, de dérivée z — Wi
-4z

1
On en déduit qu’une primitive sur I de = ——
E P V1-4x
-V1-4x

s’annule en 0 est x — Par primitivation d’une série entiére, on en déduit que, pour tout x € I,
+§ (Qn) gt 1-V1-da
= n+l 2

) 1-4x s .
est donnée par = BN et que la primitive qui

(Qn) " 1-v1-4z (1.1).

et aprés division par x | pour tout z € I\ {0}, Z s 5
n+ x

n=0

. . 1 . .
Q 18. Les séries des deux questions précédentes ayant pour rayon de convergence —, la série entiére obtenue par

1
produit de Cauchy a un rayon de convergence au moins égal a 1 et, pour tout x € I ~ {0},
+oo n 2 2 _2 +oo 2 n +oo 2
22 e - (E0)5)(EC))
oo k+1INE/\ n-k o\n/n+1)\ 5\ n
1-V1-4x 1
2x 1-4x
L(;_
2z \V/1-4x
RNE& 1 (2k\(2n-2k 1 1
Ainsi pour tout z € I ~ {0}, ()( )":———1.
insi pour tout x € I \ {0} ,;),;)k+1 P | N L Sy s
Q 19. Or, toujours d’aprés le développement en série entiére de la question Q16, pour z € I~ {0} on a
1 1 1 ¥ (2n 13X /2n 1 1 =®/2n+2
— | —=1]=— n_ _ n-1 _ — n
23:(\/1—435 ) Zx,;(n)w 2,;1(71)9'j 2,;)(n+1)m

1 (2k\(2n—2k\ 1(2n+2
P ité du devel ¢ ti tout n € IV, ( )( ):-( ) 1.9).
ar unicité du développement en série entiére |pour out n I;)k+1 A S (1.2)

IT Etude de sommes doubles

II.A- Application

II.A.1) Une premiére application
Soit x € ] - 1,1[.

Q 20. Puisque |z] <1, 0n a

n n
L= rioa M2 Or > nz" converge (Q1). )

Donc d’aprés le critére d’équivalence pour les séries a termes positifs, la série Z 1

n>l +

Posons, pour (n,k) € N*xIN, ay = na" (R = nz"(z™)*. Pour tout n fixé, la série Z ap,  est absolument
k>0

converge.

+00 n
nT
convergente et Z g = .
=0 1-an

+o00

Donc Z 2 f fnw"(“k).
n=1 k=0

+00 +00
Q 21. Le calcul précédent réalisé avec |ay, x| = njz["**) montre que la somme > > |an.i| est finie, on en déduit
n=1 k=0
+00 +o00 +00 +00 +00 ’fl.'L'n
que Z Z an,i; existe et est égale & Z Z Qn k= Z -
k=0n=1 n=1k=0 n=1 -z
+o00 +o0 £L’1+k
Or pour tout k € IV fixé, on a)_ anx = ». n(z'**)" = ———— d’aprés Q2 appliquée avec z'*" ¢
n=1 , n=1 (1 _x1+k)2

1-1.1].

Aprés réindexation on obtient que Z

pz1
a3 nz"
Donc la série Z ——— converge et que sa somme est égale a celle de la série Z .
p=1 (1 xp)Q n>1 1-an

1+k:

(1- xp)2 Z(l z1+k)2”




II.A.2)- Une deuxiéme application

Q 22.

Q 23.

1 1 1
Ona ——— donc par équivalence, la série converge et donc, quel que soit n € IN*,
KBk + 1) hovoo A COTCPATEAWY ,Z:Ik?’(ku) vers duetd
+o00 1 +o00o 1
le nombre —————— est bien défini, | Donc u, =n ) -——— existe bien.
2 ke D) 2t &
0 sik<n,
Posons, pour (n,k) € (IN*)?, a, 1. = n s k qui est une famille de nombres positifs ou nuls.
k3(k 1)
+00 +0o
On remarque que pour tout n fixé, Z Qn i = Up donc Z Z Ok = Z Up € [0, +00].
k=1 n=1k=1 n=1
+00 k
n 1 k(k+1) 1
D’autre part pour k fixé on a nk = = =—.
HIRe DAt poun & Hxe of n;“”“ ,;k3(k+1) Bhtl) 2 2k
+00 +00 1+° 1 772
Ainsi Z Z an,j est finie et vaut — Z ==
k=1n= k 1 k 12

+00 +0oo

T
On en déduit que Z Z a1, est également finie de méme somme, autrement dit Z U, converge et Z Uy = —

n=1 k=1 nz1 =

1

2

ok

I1.B- Contre-exemples

I1I.B.1) Un premier contre-exemple

Q 24.

Q 25.

Q 26.

0 sig> g,

On considére la famille (b; ;) j)en> définie, pour tout (7,7) € IN?, par b j = _11 sii=j,

5= Sii <j.
1
Soit 7 € IN fixé, alors la série Z b; ; est convergente car (b; ;);»i+1 est géométrique de raison > et
30
+00 +o00 1 +o00 1
Zbi,j:—lJr _Z o7 :—1+22—k:—1+1:0.
7=0 J=i+1 k=1
+o0
En conséquence la série de terme général Z b;,; est convergente car c’est la série nulle,
j=0
+00 +00
et | donc le nombre Y " b; ; existe et est nul.
i=0 j=0

Soit j € IN fixé, alors la série Z b; ; est convergente car (b; j)is0 est nulle & partir d’un certain rang, et
i>0

oo =1 11-9 1
1 1

b' j = — —1l=——————-1=—-——
Z(:) ! ;) i~ 25 1-2 2i
+ 0o 1
Donc la série de terme général Z b;j est convergente car c’est une série géométrique de raison 2 et
=0
+00 +00 1
donc le nombre Z Z b; ; existe et vaut Z — =-2.
7=01=0
+00 +00 +00 +00
Ainsi les nombres Y Y b; ;j et Y > b; ; existent mais ne sont pas égaux.
i=0 j=0 j=01i=0
+00 +00
Ceci ne contredit pas le résultat rappelé puisque 'on a ici Z Z |bi ;| = +o0.
i=0 =0

I1.B.2)- Un deuxiéme contre-exemple

0 sii>j,

On considére la famille (c; ;) (;,j)en> définie, pour tout (4,7) € IN? parc;j=1j sii=yj,

~2i3"77 §ii<j.



Q 27. Comme dans le paragraphe précédent, pour i € IN fixé la série Z ci,; est convergente car géométrique de

320
1
raison 3 a partir d’'un certain rang, et
+o00 +o00 + 00 L +o00 1 1 1
Deij=i+ Yy, =i—-2 y 377 :i—2i2—k:i—2i71:i—2if =0
J=0 j=i+l j=i+l fm1 3 3 (1 - §) 2
+00 +00
et || ainsi le nombre Z Z c;,; existe et est égal a 0.
i=0 j=0

Q 28. Soit j € IN. La série »_ ¢;; est convergente car nulle & partir d’un certain rang, et
i>0

+00 j-1 . 9 j-1
i . (i
Zci’j = Z(—2Z3 M +j :‘7—5 223
=0 =0 =0
=l i
Supposons j > 1, pour tout z > 1 on a Z ' = T ce qui définit une fonction f dérivable sur |1, +oo[
i=0 -
telle que
j-1 i =1 J
g Jrr TN (x-1) = (a? - 1)
Ve>1, f'(z)=) izt =
2 -1
= 2§31 - (39 -1
En particulier Y i3" = 3f/(3) = 3%() et ainsi
i=0
Py B 22j3j—3(3j—1)__ ) 3(3j—1)_13j—1
Zci,j—]_gf—l]_]"' 9x3] 9 3517
br x 37 2 3
+00o
ce résultat étant également valable pour j = 0 car dans ce cas Z ci; = 0.
i=0
roetl T =X 1¥-1
nsi la série ;)Ci’j est convergente et i;) Cij = 3 31
+oo 3 too
Q 29. On remarque que Z cij — 2 la série Z Z ci,; est donc grossiérement divergente.
i=0 Joeo 320 i=0

On est a nouveau dans un cas ow la famille n'est pas sommable, ce qui explique que les deuxr sommes
doubles puissent avoir un comportement différent.

IIT Probabilités

III.A- Un conditionnement
Q 30. Soit k un entier naturel et n un entier naturel non nul.

P(X=nY=k) = P(X=n)Px,(Y=k)

k
n-1_-nT
p(1-p)" e T

Q 31. o D’aprés la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements associé & X,

P(Y:O):fﬂa(x:n,yzo).

+o00
Alors P(Y =0) = Z p(1 _p)nlen
n=1
_ pe’!
C 1-(1-p)e!

IAinsi P(Y =0) = #.
e—1+p




o Soit k un entier non nul.
D’aprés la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements associé a X,

PY=k) =Y P(X=nY k).

n=1

Alors P(Y =k) = ;ip(l —p)"*le*"%]:
B (1—pp)k:!fk(1;p)
Ainsi P(Y = k) = (1_pp)k!fk(1;p).
Q 32.
gP(Y:k) - e_f+p+§(1_pp)k!fk(l_p)

+o0 +o0o

(&
p p k
= +
6—1+p k:ln:O(l_p)k!n ( €
n

p +00 +00 p &
= + n
e—1+p 7;)];(1—]))]6!
_ p N p +00(1_p) + ,ni
€_1+p (1_p)n=0 €
p p *”(l—p)” n
= + e’ -1
€—1+p (1—]))7;) e ( )
+00 " +o00o 1_ n
S (Z(l—p) _Z(ep))

e—1+p (1_p) n=0 n=0

car ces sommes sont & termes positifs

P p 1 1
= + —
e-1+p (1-p)\1-(1-p) 1-L2
P P e-1l+p-ep

+ .
e-1+p (1-p) ple-1+p)
1

+o00
Q 33. Comme Y prend des valeurs positives, déterminons Z EIP(Y = k). Si la valeur de cette somme est finie
k=1
alors Y admet une espérance.

+o00

+00
p I-p
kP(Y =k) = fk( )
kZ:EJ ;;(1—29)(16—1)! e
_ *f*f p nm(l—p)"
ion=o0 (L=p)k! e
+00 +o00 1_ n
= 2 Z P |nk+1( p) car ces sommes sont & termes positifs
ns0izo (L-p)k €
p Jio (1_p)n+oonk
= n E—
(1-p) 250 e i=o k!
_ p *“n(l— )” n
- 1_pn=0 €
P n
= —— > n(l-p)
~F n=0
p I-p

-p (1-(1-p))°

N~



Donc Y admet une espérance et E(Y) = —

+00
Q 34. Comme Y (Y - 1) prend des valeurs positives, déterminons Y k(k—1)IP(Y = k).
k=1
Si la valeur de cette somme est finie alors Y (Y — 1) admet une espérance.

+o00 B ey P 1_p
k;)k(k—l)lP(Y—k) 2(1 p)(k 2)|fk( e )

n=0 k=0 (1-p)k! €
. p & z(l—p)”fn_’“
1-p.% e im0 k!
_ p +Z°:°ﬂ2(1_p)n n
1_pn=0 e
+00
= Tyt
1_pn=0

p (A-p)(a+1-p))

1-p  (1-(1-p))?
I
=
9 _
Donc Y (Y - 1) admet une espérance et E(Y (Y -1)) = 2p.
1 1
Alors Y admet un moment d’ordre 2 et V(V) = E(Y(Y 1)+ E(Y) - E(Y)? = it SN —-
p? p p

1
Ainsi Y admet une variance et E(Y) = —-

II1.B- Pile ou face infini
Q 35. An: (X1+...+X2n=n).
2
Or X; +...+ Xy, suit une loi binomiale de paramétre (2n,p). IDonc P(A,) = ( n)p”(l -p)".
n

Q 36. Soit n et k deux entiers distincts.
B, n By, est 'événement «pour la premiére fois, il y a autant de piles que deux faces a lissue des 2n et
2k lancersy. Il faudrait se décider au rang 2n ou 2k, les deux en méme temps n’est pas possible «pour la
premiére foisy.
I Ainsi B, n B = @ ou encore B,, et By sont incompatibles.

Q 37. Pour qu’il y ait exactement autant de piles que de faces, il faut un nombre pair de lancers.

+o00
Donc C = | B,.

n=1

+o00
Alors par incompatibilités des événements, | P(C) = > P(B,).
-1

Q 38. Remarquons que A4, = U (BN Ay).
Or les evenements (Bl, -, Bp) sont deux a deux incompatibles.
Donc P(A )—ZP(A mBk)—ZP(Bk)PBk(A )

o=
Or Vk € [1,k], PBk (A,) =P(A,- ;c) car sachant la premiére fois qu’il y a autant de piles que de faces est
au 2k°™¢ lancer, pour qu’il y ait autant de piles que de faces est au 2n°™€ Jancer, il faut que les 2(n - k)
lancers entre le (2k +1)°™€ lancer et le 2n°™° comporte autant de piles que de faces.

Ainsi pour tout ne IN*, IP(A,,) = Z P(By)IP(An-i).
k=1




Q 39. Procédons par récurrence forte sur n.

(1) P(B) = PR F) o (R P2)) =20 = 2 (3 )01 -p)*

2k -2

(H) Soit n un entier naturel non nul. Supposons que Yk € [1,n], P(By) = 7( 1 )(p(l _p))k.

n+1

Alors d’aprés la question précédente, IP(Ap41) = Z P(By)IP(Api1-1)-
k=1
_1
P(Ao)
D’apres la question 35, IP(A,,) = (2n)pn(1 -p)".
n

2(n+1

v D)=yt 3 e (]

n+1
Et par hypothése de récurrence,

P(Byar) - (2(n+ 1))( (1-p))"! _éi(Q:-_12)(p(l _p))k(2(:++11_—:))(p(1 )ik,

+1 20
D’apreés Pégalité (1.3),

P = (20 Mo () - 20 (P2 wa -y

+1 n+1 n+1 n

Donc P(Bn+1) = (P(An+1 - i P(Bk)P(An_,_l_k)).

k=1

2(n+1

Donc IP(By41) :( ))( (1-p))r+i-k,

Donc IP(Bpy1) = %(2(::1111 2)(10(1 —p))nH.

2n -2

2
Par le principe de récurrence, pour tout n € IN*, IP(B,,) = 7( . )(p(l p))
n\n-

+oo0
Q 40. D’apres la question 37, P(C) = Y. IP(By).

Q 41.

1
Alors d’aprés la formule (1.2), P(C) =2p(1 -p)

n=1
+o00 2

2 2
D’aprés la question précédente, IP(C') = Z ﬁ( : )( (1- p))

n=1

+00 2 2 n
Et par changement d’indice, IP(C') = > ﬁ( i )(p(l —p)) o

1 1
Orp# 3 Donc p(1-p) € ]0,1[.

1-4p(1-p)
2p(1-p)

IAinSi P(C)=1-+/1-4p(1-p).

2
En effet d’aprés la formule de Stirling, ( n)
n

Donc( ) ~
n/n+1 n-o+te \/%nﬁ

2 1 n
Remarquons que la série Z ( n) (4)1 converge.

n/n+

n>0
()" eu*vemm (e 1
n+1 notoo e2n (n"\/27n)2 ndn

n\(1)" 1

1
T Bt Z —3 converge.
nx1 n2

2 " -11
Ainsi la série Z ( n) ] converge normalement donc uniformément sur [Z’ Z]

n/n+

n=0

n+ 4 4

2 " -1 1
Donc la fonction = — Z ( n) v 1 est continue sur |:—, f].

Ainsi Z( )
orsi0- £ )

ey

n+1

on+1 4

| Ainsi P(C) = 1.

eee [IN oo



