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I Utilisation de séries entières

I.A- Une première formule
Q 1. La série entière ∑

n⩾0
xn a pour rayon de convergence 1.

Notons f sa somme. Pour tout x ∈ ] − 1,1[, f(x) =
1

1 − x
.

Q 2. Pour toute suite (an)n∈IN , les séries entières ∑
n⩾0

anx
n et ∑

n⩾0
nanx

n ont même rayon de convergence.

Donc la série entière ∑
n⩾0

nxn a également pour rayon de convergence 1.

De plus par propriété de dérivation des séries entières sur l’intervalle ouvert de convergence, f est de classe
C∞ sur ] − 1,1[ et, pour tout x ∈ ] − 1,1[ :

f ′(x) =
+∞
∑
n=1

nxn−1
=

1

(1 − x)2

d’où
+∞
∑
n=0

nxn
=
+∞
∑
n=1

nxn
=

x

(1 − x)2
.

Q 3. Soit k ∈ IN fixé. Pour tout n ⩾ k on a (
n

k
) =

n(n − 1)⋯(n − k + 1)

k!
et donc (

n

k
) ∼

n→+∞
nk

k!
.

Donc la série entière ∑
n⩾0
(
n

k
)xn a le même rayon de convergence que la série entière

1

k!
∑
n⩾0

nkxn, qui vaut

1 par k applications successives de la propriété rappelée ci-dessus.

La dérivée k-ième de f est donnée pour x ∈ ] − 1,1[ par f (k)(x) =
k!

(1 − x)k+1
(justification par récurrence

sur k) et par ailleurs en dérivant k fois la série entière on obtient pour x ∈ ] − 1,1[ :

f (k)(x) =
+∞
∑
n=k

n(n − 1)⋯(n − k + 1)xn−k
= k!

+∞
∑
n=k
(
n

k
)xn−k

et ainsi +∞
∑
n=0
(
n

k
)xn

=
+∞
∑
n=k
(
n

k
)xn

= xk
+∞
∑
n=k
(
n

k
)xn−k

=
xk

k!
f (k)(x)

=
xk

(1 − x)k+1
.

Ainsi le rayon de convergence de ∑
n⩾0
(
n

k
)xn vaut 1 et

+∞
∑
n=0
(
n

k
)xn
=

xk

(1 − x)k+1
.
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I.B- Utilisation d’une famille de polynômes
Q 4. Soit k ∈ IN . Comme précisé à la question précédente, le rayon de convergence de la série entière ∑

n⩾0
nkxn

est égal à 1, et de plus la série est grossièrement divergente lorsque x = 1 et x = −1.
Donc la fonction fk est donc définie sur ] − 1,1[.

Q 5. Pour tout j ∈ IN , le polynôme Hj est de degré j. On en déduit que la famille (H0, . . . ,Hk) est une famille
échelonnée en degrés, donc libre, de k + 1 polynômes appartenant à IRk[X] qui est de dimension k + 1.
Cette famille constitue donc une base de IRk[X]. Le polynôme Xk

∈ IRk[X] s’écrit donc de manière unique
comme combinaison linéaire de cette famille,

il existe donc une unique famille (αk,0, . . . , αk,k) ∈ IR
k+1 telle que Xk

=
k

∑
j=0

αk,jHj (∗).

Q 6. Pour k = 0, on a directement α0,0 = 1.
Soit k ⩾ 1, alors en évaluant la relation (∗) en 0 on obtient, compte tenu de Hk(0) = 0 pour tout k ⩾ 1,
que αk,0 = 0.
En identifiant les coefficients des termes de degré k dans (∗), absents dans Hj si j < k, on obtient
αk,k

k!
= 1 et donc αk,k = k!.

Q 7. Soient deux entiers j et k tels que 1 ⩽ j ⩽ k.

En évaluant la relation (∗) en j, on obtient jk =
k

∑
i=0

αk,iHi(j). Si j < i alors X − j est un facteur de Hi et

donc Hi(j) = 0. En revanche si j ⩾ i on obtient

Hi(j) =
1

i!

i−1
∏
ℓ=0
(j − ℓ) =

j(j − 1) . . . (j − i + 1)

i!
= (

j

i
)

On obtient finalement jk =
j

∑
i=0

αk,i(
j

i
) et en isolant le terme i = j, αk,j = j

k
−

j−1
∑
i=0

αk,i(
j

i
).

Q 8.
def binome(n,k):

b=1
for i in range(k):

b=b*(n-i)/(i+1)
return b

def alpha(k,j):
if k==0:

return 1
else:

A=[0]
for l in range(j):

A.append ((l+1)**k-sum([ binome(l+1,i)*A[i] for i in range(l+1)]))
return A[j]

Q 9. Soit k un entier naturel. Soit x un réel de ] − 1,1[.

◇ Par définition, fk(x) =
+∞
∑
n=0

nkxn.

Or d’après la question 5, nk
=

k

∑
j=0

αk,jHj(n). Donc fk(x) =
+∞
∑
n=0

k

∑
j=0

αk,jHj(n)x
n.

Par linéarité de la somme de séries convergentes, fk(x) =
k

∑
j=0

αk,j

+∞
∑
n=0

Hj(n)x
n.

Or par définition Hj(n) =

⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

(
n

j
) si n ⩾ j

0 sinon
. Mais par convention (

n

j
) = 0 si j < n. Donc Hj(n) = (

n

j
).

Ainsi fk(x) =
k

∑
j=0

αk,j

+∞
∑
n=0
(
n

j
)xn.

2



D’après la question 3,
+∞
∑
n=0
(
n

j
)xn
=

xj

(1 − x)j+1
. Ainsi fk(x) =

k

∑
j=0

αk,j
xj

(1 − x)j+1
=

k

∑
j=0

αk,jx
j(1 − x)k−j

(1 − x)k+1
.

◇ Soit Pk et Qk deux polynômes tel que pour tout x ∈] − 1,1[, f(x) =
Pk(x)

(1 − x)k+1
et f(x) =

Qk(x)

(1 − x)k+1
.

Alors pour tout x ∈] − 1,1[, Pk(x) = Qk(x).

Finalement pour tout k ∈ IN , il existe un unique polynôme réel Pk tel que,

pour tout x ∈] − 1,1[, f(x) =
Pk(x)

(1 − x)k+1
et Pk =

k

∑
j=0

αk,jX
j
(1 −X)k−j .

Q 10. D’après la question précédente :

Pk(X) =
k

∑
j=0

αk,jX
j
(1 −X)k−j

=
k

∑
j=0

αk,jX
j
k−j
∑
ℓ=0
(
k − j

ℓ
)(−1)ℓXℓ

=
k

∑
j=0

k−j
∑
ℓ=0

αk,j(
k − j

ℓ
)(−1)ℓXj+ℓ

=
k

∑
s=0

s

∑
j=0

αk,j(
k − j

s − j
)(−1)s−jXs

def P(k):
C=[]
for s in range(k+1):

C.append(sum([alpha(k,j)* binome(k-j,s-j)*( -1)**(s-j) for j in range(s+1)]))
return C

Q 11. Soit k un entier naturel.

Par définition, ∀x ∈] − 1,1[, fk(x) =
+∞
∑
n=0

nkxn.

En tant que série entière, fk est dérivable sur ] − 1,1[ et ∀x ∈] − 1,1[, f ′k(x) =
+∞
∑
n=0

nk+1xn−1.

Donc ∀x ∈] − 1,1[, fk+1(x) = xf ′k(x).

Or ∀x ∈] − 1,1[, fk(x) =
Pk(x)

(1 − x)k+1
. Donc ∀x ∈] − 1,1[, f ′k(x) =

(1 − x)P ′k(x) + (k + 1)Pk(x)

(1 − x)k+2
.

Alors ∀x ∈] − 1,1[, fk+1(x) =
x(1 − x)P ′k(x) + (k + 1)xPk(x)

(1 − x)k+2
.

Par unicité du polynôme Pk+1, Pk+1(x) = x(1 − x)P ′k(x) + (k + 1)xPk(x).

Q 12. P0 = 1, P1 =X.

Donc P2(X) = X(1 −X) + 2X2

= X2
+X

P3(X) = X(1 −X)(2X + 1) + 3X(X2
+X)

= 2X2
+X − 2X3

−X2
+ 3X3

+ 3X2

= X3
+ 4X2

+X

Q 13. Montrons par récurrence sur k que Pk est un polynôme de degré k et que son coefficient dominant noté
ck vaut 1.
(I) P0, P1, P2 et P3 sont des polynôme de degré respectifs 0, 1, 2 et 3 et leur coefficient dominant vaut 1.
(H) Soit k un entier naturel. Supposons que Pk est un polynôme de degré k et que son coefficient dominant

vaut 1.
D’après la question 11 Pk+1 =X(1 −X)P ′k + (k + 1)XPk.
Donc Pk+1 est un polynôme de degré inférieur ou égal à k + 1. Et ck+1 = −kck + (k + 1)ck = ck = 1.
Donc Pk+1 est un polynôme de degré k + 1 et de coefficient dominant à 1.
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Ainsi Pk est un polynôme de degré k et que son coefficient dominant vaut 1.

Q 14. Procédons à nouveau par récurrence sur k.

(I) x2P1 (
1

x
) = x = P1(x) et x3P2 (

1

x
) = x3

(
1

x2
+
1

x
) = x + x2

= P2(x).

(H) Soit k un entier naturel non nul. Supposons que pour tout x ∈ ]0,1[, xk+1Pk (
1

x
) = Pk(x).

D’après la question 11 Pk+1 =X(1 −X)P ′k + (k + 1)XPk.

Donc ∀x ∈]0,1[, xk+2Pk+1 (
1

x
) = xk+2

(
1

x
(1 −

1

x
)P ′k (

1

x
) + (k + 1)

1

x
Pk (

1

x
)) = xk

((x − 1)P ′k (
1

x
) + (k + 1)xPk (

1

x
)).

Par hypothèse de récurrence, ∀x ∈ ]0,1[, xk+1Pk (
1

x
) = Pk(x).

Donc en dérivant, ∀x ∈ ]0,1[, (k + 1)xkPk (
1

x
) − xk−1P ′k (

1

x
) = P ′k(x).

Alors Pk+1(x) = x(1 − x)P ′k(x) + (k + 1)xPk(x)

= x(1 − x) ((k + 1)xkPk (
1

x
) − xk−1P ′k (

1

x
)) + (k + 1)xPk(x)

= (k + 1)xk+1Pk (
1

x
) − xk

(1 − x)P ′k (
1

x
) − (k + 1)xk+2Pk (

1

x
) + (k + 1)xPk(x)

= xk
((x − 1)P ′k (

1

x
) + (k + 1)xPk (

1

x
)) + (k + 1)x(−xk+1Pk (

1

x
) + (k + 1)Pk(x))

= xk+2Pk+1 (
1

x
)

Ainsi par le principe de récurrence, ∀x ∈ ]0,1[, xk+1Pk (
1

x
) = Pk(x).

Q 15. Soit k un entier naturel non nul.

Il existe des réels c0, c1,⋯, ck tel que Pk(x) =
k

∑
i=0

cix
i.

D’après la question 13, ck = 1 et de même par récurrence, on montrerait que c0 = 0. Donc c0 = ck+1 = 0.

Alors xk+1P (
1

x
) = xk+1 k

∑
i=1

ci
1

xi

=
k

∑
i=1

cix
k+1−i

=
k

∑
i=1

ck+1−ixi

Donc par unicité des coefficients ∀i ∈ J0, k + 1K, ci = ck+1−i.

I.C- Une dernière formule

Q 16. Pour x /= 0 fixé et n ∈ IN , posons un = (
2n

n
) ∣xn

∣ > 0. On a alors

un+1
un
=
(2n + 2)! (n!)2

((n + 1)!)2 (2n)!
∣x∣ =

(2n + 2)(2n + 1)

(n + 1)2
∣x∣ Ð→

n→+∞ 4∣x∣

On déduit alors du critère de d’Alembert que si ∣x∣ <
1

4
alors la série de terme général un converge, et que

si ∣x∣ >
1

4
alors cette même série diverge. On en déduit que R =

1

4
.

Par développement en série entière de référence on a, pour tout x tel que ∣4x∣ < 1,

1
√
1 − 4x

= (1 − 4x)−
1
2 = 1 +

+∞
∑
n=1

an(−4x)
n

où, pour tout n ∈ IN∗, an =
1

n!

n−1
∏
k=0
(−

1

2
− k) =

(−1)n

n! 2n

n−1
∏
k=0
(2k + 1) =

(−1)n

n! 2n
(2n)!

2n n!
=
(−1)n

4n
(
2n

n
)

et ainsi, pour tout x ∈ I = ]−
1

4
,
1

4
[,

1
√
1 − 4x

= 1 +
+∞
∑
n=1

(−1)n

4n
(
2n

n
) (−4x)n = 1 +

+∞
∑
n=1
(
2n

n
)xn
=
+∞
∑
n=0
(
2n

n
)xn.
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Q 17. La fonction x↦
√
1 − 4x est dérivable sur I, de dérivée x↦

−2
√
1 − 4x

.

On en déduit qu’une primitive sur I de x↦
1

√
1 − 4x

est donnée par x↦ −
√
1 − 4x

2
, et que la primitive qui

s’annule en 0 est x↦
1 −
√
1 − 4x

2
. Par primitivation d’une série entière, on en déduit que, pour tout x ∈ I,

+∞
∑
n=0
(
2n

n
)
xn+1

n + 1
=
1 −
√
1 − 4x

2
et après division par x, pour tout x ∈ I ∖ {0},

+∞
∑
n=0
(
2n

n
)

xn

n + 1
=
1 −
√
1 − 4x

2x
(I.1).

Q 18. Les séries des deux questions précédentes ayant pour rayon de convergence
1

4
, la série entière obtenue par

produit de Cauchy a un rayon de convergence au moins égal à
1

4
et, pour tout x ∈ I ∖ {0},

+∞
∑
n=0

n

∑
k=0

1

k + 1
(
2k

k
)(

2n − 2k

n − k
)xn

= (
+∞
∑
n=0
(
2n

n
)

xn

n + 1
)(
+∞
∑
n=0
(
2n

n
)xn
)

=
1 −
√
1 − 4x

2x

1
√
1 − 4x

=
1

2x
(

1
√
1 − 4x

− 1) .

Ainsi pour tout x ∈ I ∖ {0},
+∞
∑
n=0

n

∑
k=0

1

k + 1
(
2k

k
)(

2n − 2k

n − k
)xn
=

1

2x
(

1
√
1 − 4x

− 1) .

Q 19. Or, toujours d’après le développement en série entière de la question Q16, pour x ∈ I ∖ {0} on a

1

2x
(

1
√
1 − 4x

− 1) =
1

2x

+∞
∑
n=1
(
2n

n
)xn
=
1

2

+∞
∑
n=1
(
2n

n
)xn−1

=
1

2

+∞
∑
n=0
(
2n + 2

n + 1
)xn

Par unicité du développement en série entière, pour tout n ∈ IN ,
n

∑
k=0

1

k + 1
(
2k

k
)(

2n − 2k

n − k
) =

1

2
(
2n + 2

n + 1
) (I.2).

II Etude de sommes doubles

II.A- Application
II.A.1) Une première application

Soit x ∈ ] − 1,1[.

Q 20. Puisque ∣x∣ < 1, on a
nxn

1 − xn
∼

n→+∞ nxn. Or ∑nxn converge (Q1).

Donc d’après le critère d’équivalence pour les séries à termes positifs, la série ∑
n⩾1

nxn

1 − xn
converge.

Posons, pour (n, k) ∈ IN∗×IN , an,k = nxn(1+k)
= nxn

(xn
)
k. Pour tout n fixé, la série ∑

k⩾0
an,k est absolument

convergente et
+∞
∑
k=0

an,k =
nxn

1 − xn
.

Donc
+∞
∑
n=1

nxn

1 − xn
=
+∞
∑
n=1

+∞
∑
k=0

nxn(1+k).

Q 21. Le calcul précédent réalisé avec ∣an,k ∣ = n∣x∣n(1+k) montre que la somme
+∞
∑
n=1

+∞
∑
k=0
∣an,k ∣ est finie, on en déduit

que
+∞
∑
k=0

+∞
∑
n=1

an,k existe et est égale à
+∞
∑
n=1

+∞
∑
k=0

an,k =
+∞
∑
n=1

nxn

1 − xn
.

Or pour tout k ∈ IN fixé, on a
+∞
∑
n=1

an,k =
+∞
∑
n=1

n(x1+k
)
n
=

x1+k

(1 − x1+k)2
d’après Q2 appliquée avec x1+k

∈

] − 1,1[.

Après réindexation on obtient que ∑
p⩾1

xp

(1 − xp)2
= ∑

k⩾0

x1+k

(1 − x1+k)2
.

Donc la série ∑
p⩾1

xp

(1 − xp)2
converge et que sa somme est égale à celle de la série ∑

n⩾1

nxn

1 − xn
.
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II.A.2)- Une deuxième application

Q 22. On a
1

k3(k + 1)
∼

k→+∞
1

k4
donc par équivalence, la série ∑

k⩾1

1

k3(k + 1)
converge et donc, quel que soit n ∈ IN∗,

le nombre
+∞
∑
k=n

1

k3(k + 1)
est bien défini, Donc un = n

+∞
∑
k=n

1

k3(k + 1)
existe bien.

Q 23. Posons, pour (n, k) ∈ (IN∗)2, an,k =
⎧⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎩

0 si k < n,
n

k3(k + 1)
si k ⩾ n qui est une famille de nombres positifs ou nuls.

On remarque que pour tout n fixé,
+∞
∑
k=1

an,k = un donc
+∞
∑
n=1

+∞
∑
k=1

an,k =
+∞
∑
n=1

un ∈ [0,+∞].

D’autre part pour k fixé on a
+∞
∑
n=1

an,k =
k

∑
n=1

n

k3(k + 1)
=

1

k3(k + 1)

k(k + 1)

2
=

1

2k2
.

Ainsi
+∞
∑
k=1

+∞
∑
n=1

an,k est finie et vaut
1

2

+∞
∑
k=1

1

k2
=
π2

12
.

On en déduit que
+∞
∑
n=1

+∞
∑
k=1

an,k est également finie de même somme, autrement dit ∑
n⩾1

un converge et
+∞
∑
n=1

un =
π2

12
.

II.B- Contre-exemples
II.B.1) Un premier contre-exemple

On considère la famille (bi,j)(i,j)∈IN2 définie, pour tout (i, j) ∈ IN2, par bi,j =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 si i > j,
−1 si i = j,
1

2j−i
si i < j.

Q 24. Soit i ∈ IN fixé, alors la série ∑
j⩾0

bi,j est convergente car (bi,j)j⩾i+1 est géométrique de raison
1

2
, et

+∞
∑
j=0

bi,j = −1 +
+∞
∑

j=i+1

1

2j−i
= −1 +

+∞
∑
k=1

1

2k
= −1 + 1 = 0.

En conséquence la série de terme général
+∞
∑
j=0

bi,j est convergente car c’est la série nulle,

et donc le nombre
+∞
∑
i=0

+∞
∑
j=0

bi,j existe et est nul.

Q 25. Soit j ∈ IN fixé, alors la série ∑
i⩾0

bi,j est convergente car (bi,j)i⩾0 est nulle à partir d’un certain rang, et

+∞
∑
i=0

bi,j =
j−1
∑
i=0

1

2j−i
− 1 =

1

2j
1 − 2j

1 − 2
− 1 = −

1

2j

Donc la série de terme général
+∞
∑
i=0

bi,j est convergente car c’est une série géométrique de raison
1

2
, et

donc le nombre
+∞
∑
j=0

+∞
∑
i=0

bi,j existe et vaut
+∞
∑
j=0

−1

2j
= −2.

Q 26. Ainsi les nombres
+∞
∑
i=0

+∞
∑
j=0

bi,j et
+∞
∑
j=0

+∞
∑
i=0

bi,j existent mais ne sont pas égaux.

Ceci ne contredit pas le résultat rappelé puisque l’on a ici
+∞
∑
i=0

+∞
∑
j=0
∣bi,j ∣ = +∞.

II.B.2)- Un deuxième contre-exemple

On considère la famille (ci,j)(i,j)∈IN2 définie, pour tout (i, j) ∈ IN2, par ci,j =

⎧⎪⎪⎪⎪
⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

0 si i > j,
j si i = j,
−2i3i−j si i < j.
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Q 27. Comme dans le paragraphe précédent, pour i ∈ IN fixé la série ∑
j⩾0

ci,j est convergente car géométrique de

raison
1

3
à partir d’un certain rang, et

+∞
∑
j=0

ci,j = i +
+∞
∑

j=i+1
= i − 2i

+∞
∑

j=i+1
3i−j = i − 2i

+∞
∑
k=1

1

3k
= i − 2i

1

3 (1 − 1
3
)
= i − 2i

1

2
= 0

et ainsi le nombre
+∞
∑
i=0

+∞
∑
j=0

ci,j existe et est égal à 0.

Q 28. Soit j ∈ IN . La série ∑
i⩾0

ci,j est convergente car nulle à partir d’un certain rang, et

+∞
∑
i=0

ci,j =
j−1
∑
i=0
(−2i3i−j) + j = j −

2

3j

j−1
∑
i=0

i3i

Supposons j ⩾ 1, pour tout x > 1 on a
j−1
∑
i=0

xi
=
xj − 1

x − 1
, ce qui définit une fonction f dérivable sur ]1,+∞[

telle que

∀x > 1, f ′(x) =
j−1
∑
i=1

ixi−1
=
jxj−1(x − 1) − (xj − 1)

(x − 1)2

En particulier
j−1
∑
i=0

i3i = 3f ′(3) = 3
2j 3j−1 − (3j − 1)

4
et ainsi

+∞
∑
i=0

ci,j = j −
2

3j
2j 3j − 3(3j − 1)

4
= j − j +

3(3j − 1)

2 × 3j
=
1

2

3j − 1

3j−1
,

ce résultat étant également valable pour j = 0 car dans ce cas
+∞
∑
i=0

ci,j = 0.

Ainsi la série ∑
i⩾0

ci,j est convergente et
+∞
∑
i=0

ci,j =
1

2

3j − 1

3j−1
.

Q 29. On remarque que
+∞
∑
i=0

ci,j Ð→
j→+∞

3

2
, la série ∑

j⩾0

+∞
∑
i=0

ci,j est donc grossièrement divergente.

On est à nouveau dans un cas où la famille n’est pas sommable, ce qui explique que les deux sommes
doubles puissent avoir un comportement différent.

III Probabilités

III.A- Un conditionnement
Q 30. Soit k un entier naturel et n un entier naturel non nul.

IP (X = n,Y = k) = IP (X = n)IPX=n(Y = k)

= p(1 − p)n−1e−n
nk

k!

Q 31. ◇ D’après la formule des probabilités totales avec le système complet d’événements associé à X,

IP (Y = 0) =
+∞
∑
n=1

IP (X = n,Y = 0).

Alors IP (Y = 0) =
+∞
∑
n=1

p(1 − p)n−1e−n

=
pe−1

1 − (1 − p)e−1

Ainsi IP (Y = 0) =
p

e − 1 + p
.
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◇ Soit k un entier non nul.
D’après la formule des probabilités totales avec le système complet d’événements associé à X,

IP (Y = k) =
+∞
∑
n=1

IP (X = n,Y = k).

Alors IP (Y = k) =
+∞
∑
n=1

p(1 − p)n−1e−n
nk

k!

=
p

(1 − p)k!
fk (

1 − p

e
)

Ainsi IP (Y = k) =
p

(1 − p)k!
fk (

1 − p

e
).

Q 32.
+∞
∑
k=0

IP (Y = k) =
p

e − 1 + p
+
+∞
∑
k=1

p

(1 − p)k!
fk (

1 − p

e
)

=
p

e − 1 + p
+
+∞
∑
k=1

+∞
∑
n=0

p

(1 − p)k!
nk
(
1 − p

e
)

n

=
p

e − 1 + p
+
+∞
∑
n=0

+∞
∑
k=1

p

(1 − p)k!
nk
(
1 − p

e
)

n

car ces sommes sont à termes positifs

=
p

e − 1 + p
+

p

(1 − p)

+∞
∑
n=0
(
1 − p

e
)

n +∞
∑
k=1

nk

k!

=
p

e − 1 + p
+

p

(1 − p)

+∞
∑
n=0
(
1 − p

e
)

n

(en − 1)

=
p

e − 1 + p
+

p

(1 − p)
(
+∞
∑
n=0
(1 − p)

n
−
+∞
∑
n=0
(
1 − p

e
)

n

)

=
p

e − 1 + p
+

p

(1 − p)

⎛

⎝

1

1 − (1 − p)
−

1

1 − 1−p
e

⎞

⎠

=
p

e − 1 + p
+

p

(1 − p)
⋅
e − 1 + p − ep

p(e − 1 + p)

= 1

Q 33. Comme Y prend des valeurs positives, déterminons
+∞
∑
k=1

kIP (Y = k). Si la valeur de cette somme est finie

alors Y admet une espérance.

+∞
∑
k=0

kIP (Y = k) =
+∞
∑
k=1

p

(1 − p)(k − 1)!
fk (

1 − p

e
)

=
+∞
∑
k=0

+∞
∑
n=0

p

(1 − p)k!
nk+1

(
1 − p

e
)

n

=
+∞
∑
n=0

+∞
∑
k=0

p

(1 − p)k!
nk+1

(
1 − p

e
)

n

car ces sommes sont à termes positifs

=
p

(1 − p)

+∞
∑
n=0

n(
1 − p

e
)

n +∞
∑
k=0

nk

k!

=
p

1 − p

+∞
∑
n=0

n(
1 − p

e
)

n

en

=
p

1 − p

+∞
∑
n=0

n (1 − p)
n

=
p

1 − p
⋅

1 − p

(1 − (1 − p))2

=
1

p
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Donc Y admet une espérance et E(Y ) =
1

p
.

Q 34. Comme Y (Y − 1) prend des valeurs positives, déterminons
+∞
∑
k=1

k(k − 1)IP (Y = k).

Si la valeur de cette somme est finie alors Y (Y − 1) admet une espérance.
+∞
∑
k=0

k(k − 1)IP (Y = k) =
+∞
∑
k=2

p

(1 − p)(k − 2)!
fk (

1 − p

e
)

=
+∞
∑
k=0

+∞
∑
n=0

p

(1 − p)k!
nk+2

(
1 − p

e
)

n

=
+∞
∑
n=0

+∞
∑
k=0

p

(1 − p)k!
nk+2

(
1 − p

e
)

n

car ces sommes sont à termes positifs

=
p

1 − p

+∞
∑
n=0

n2
(
1 − p

e
)

n +∞
∑
k=0

nk

k!

=
p

1 − p

+∞
∑
n=0

n2
(
1 − p

e
)

n

en

=
p

1 − p

+∞
∑
n=0

n2
(1 − p)

n

=
p

1 − p
⋅
(1 − p)(1 + (1 − p))

(1 − (1 − p))3

=
2 − p

p2

Donc Y (Y − 1) admet une espérance et E(Y (Y − 1)) =
2 − p

p2
.

Alors Y admet un moment d’ordre 2 et V (Y ) = E(Y (Y − 1) +E(Y ) −E(Y )2 =
2 − p

p2
+
1

p
−

1

p2
.

Ainsi Y admet une variance et E(Y ) =
1

p2
.

III.B- Pile ou face infini
Q 35. An = (X1 + . . . +X2n = n).

Or X1 + . . . +X2n suit une loi binomiale de paramètre (2n, p). Donc IP (An) = (
2n

n
)pn(1 − p)n.

Q 36. Soit n et k deux entiers distincts.
Bn ∩Bk est l’événement «pour la première fois, il y a autant de piles que deux faces à l’issue des 2n et
2k lancers». Il faudrait se décider au rang 2n ou 2k, les deux en même temps n’est pas possible «pour la
première fois».
Ainsi Bn ∩Bk = ∅ ou encore Bn et Bk sont incompatibles.

Q 37. Pour qu’il y ait exactement autant de piles que de faces, il faut un nombre pair de lancers.

Donc C =
+∞
⋃
n=1

Bn.

Alors par incompatibilités des événements, IP (C) =
+∞
∑
n=1

IP (Bn).

Q 38. Remarquons que An =
n

⋃
k=1
(Bk ∩An).

Or les événements (B1,⋯,Bn) sont deux à deux incompatibles.

Donc IP (An) =
n

∑
k=1

IP (An ∩Bk) =
n

∑
k=1

IP (Bk)IPBk
(An).

Or ∀k ∈ J1, kK, IPBk
(An) = IP (An−k) car sachant la première fois qu’il y a autant de piles que de faces est

au 2kème lancer, pour qu’il y ait autant de piles que de faces est au 2nème lancer, il faut que les 2(n − k)
lancers entre le (2k + 1)ème lancer et le 2nème comporte autant de piles que de faces.

Ainsi pour tout n ∈ IN∗, IP (An) =
n

∑
k=1

IP (Bk)IP (An−k).
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Q 39. Procédons par récurrence forte sur n.

(I) IP (B1) = IP ((P1 ∩ F2) ∪ (F1 ∩ P2)) = 2pq =
2

1
(
1 − 1

2 − 2
)(p(1 − p)1

(H) Soit n un entier naturel non nul. Supposons que ∀k ∈ J1, nK, IP (Bk) =
2

k
(
2k − 2

k − 1
)(p(1 − p))

k
.

Alors d’après la question précédente, IP (An+1) =
n+1
∑
k=1

IP (Bk)IP (An+1−k).

Donc IP (Bn+1) =
1

IP (A0)
(IP (An+1 −

n

∑
k=1

IP (Bk)IP (An+1−k)).

D’après la question 35, IP (An) = (
2n

n
)pn(1 − p)n.

Donc IP (Bn+1) = (
2(n + 1)

n + 1
)(p(1 − p))n+1 −

n

∑
k=1

IP (Bk)(
2(n + 1 − k)

n + 1 − k
)(p(1 − p))n+1−k.

Et par hypothèse de récurrence,

IP (Bn+1) = (
2(n + 1)

n + 1
)(p(1 − p))n+1 −

n

∑
k=1

2

k
(
2k − 2

k − 1
)(p(1 − p))

k
(
2(n + 1 − k)

n + 1 − k
)(p(1 − p))n+1−k.

Ainsi IP (Bn+1) = (
2(n + 1)

n + 1
)(p(1 − p))n+1 −

n−1
∑
k=0

2

k + 1
(
2k

k
)(

2(n − k)

n − k
)(p(1 − p))

n+1
.

D’après l’égalité (I.3),

IP (Bn+1) = (
2(n + 1)

n + 1
)(p(1 − p))n+1 − ((

2n + 2

n + 1
) −

2

n + 1
(
2n

n
)(

2n − 2n

n − n
))(p(1 − p))

n+1

Donc IP (Bn+1) =
2

n + 1
(
2(n + 1) − 2

n + 1 − 1
)(p(1 − p))

n+1
.

Par le principe de récurrence, pour tout n ∈ IN∗, IP (Bn) =
2

n
(
2n − 2

n − 1
)(p(1 − p))

n
.

Q 40. D’après la question 37, IP (C) =
+∞
∑
n=1

IP (Bn).

D’après la question précédente, IP (C) =
+∞
∑
n=1

2

n
(
2n − 2

n − 1
)(p(1 − p))

n
.

Et par changement d’indice, IP (C) =
+∞
∑
n=0

2

n + 1
(
2n

n
)(p(1 − p))

n+1
.

Or p ≠
1

2
. Donc p(1 − p) ∈ ]0,

1

4
[.

Alors d’après la formule (I.2), IP (C) = 2p(1 − p)
1 −
√
1 − 4p(1 − p)

2p(1 − p)
.

Ainsi IP (C) = 1 −
√
1 − 4p(1 − p).

Q 41. Remarquons que la série ∑
n⩾0
(
2n

n
)
( 1
4
)
n

n + 1
converge.

En effet d’après la formule de Stirling, (
2n

n
)
( 1
4
)
n

n + 1
∼

n→+∞
(2n)2n

√
2π2n

e2n
(en)2

(nn
√
2πn)2

1

n4n
.

Donc (
2n

n
)
( 1
4
)
n

n + 1
∼

n→+∞
1

√
2π n

3
2

. Et ∑
n⩾1

1

n
3
2

converge.

Ainsi la série ∑
n⩾0
(
2n

n
)

xn

n + 1
converge normalement donc uniformément sur [

−1

4
,
1

4
].

Donc la fonction x↦
+∞
∑
n=0
(
2n

n
)

xn

n + 1
est continue sur [

−1

4
,
1

4
].

Ainsi
+∞
∑
n=0
(
2n

n
)
( 1
4
)
n

n + 1
= 2.

Or IP (C) =
+∞
∑
n=0

2

n + 1
(
2n

n
)(

1

4
)

n+1
.

Ainsi IP (C) = 1.

● ● ● FIN ● ● ●
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