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Suites, séries et calculs en algébre linéaire

1 Suites et séries

1. On va bien entendu étudier ’application

1 1
fix— o+ scosz+ -

2 4
; / L 1 : . .
Tout d’abord, f'(z) =1 —58nz > 1- 3 > 0, donc f est (strictement) croissante. Ensuite, le
<1
——
>-1/2

1
signe de f(x) — x est celui de cosx + 3 et donc :

1
f@)=z — cosz=-3 akez,x:ﬂgmkw

et par ailleurs :

1
fl)z2z <= cosx>f§ <— 3dke€Z, xe[-2n/3+2km, 21/3+ 2kn]

Sur [—2m, 0] par exemple, f(x) — x est nul en —47/3 et —27/3, négatif entre ces deux valeurs, et
positif en dehors de [—47/3, —27/3].

Ceci nous permet de représenter le graphe de f au voisinage de —, et ’escalier usuel partant de
Uy = —T :

—2n/3 4

—4n/3 4

—4n/3 -n =2n/3 0

FIGURE 1 — L’escalier usuel

Nous voila convaincus que :
—47
Uy — ——-
n—-+oo 3
Déroulons les arguments usuels :
— Puisque f est croissante, —47/3 < = < —27/3 implique —47/3 = f(—4n/3) < f(x) <
f(—2n/3) = =27 /3, autrement dit : I = [—47/3, —27/3] est stable par f.
— Puisque wup appartient a lintervalle I qui est stable par f, on a également u; = f(up) qui
appartient & I, et par récurrence immédiate, tous les u, sont dans I. Enfin... comme c’est la
premiére fois, rédigeons! On note donc, pour n € N, P(n) la propriété « u, € I ».



— wug € I, donc P(0) est vérifice.
— Si P(n) est vérifiée pour un n fixé, on a u, € I, or I est stable par f, donc f(u,) € I,
c’est-a-dire : up41 € I, ce qui prouve P(n + 1), et termine la récurrence.

— Pour z € I, on a f(z) < x, donc d’apres le point précédent, on a pour tout n : w11 = f(u,) <
Up, donc (u,)nen est décroissante.

— La suite (un)nen est décroissante et minorée par —4n/3, donc est convergente; notons ¢ sa
limite.

— La continuité de f en ¢ nous assure que f(u,) — f(£). Mais par ailleurs, u,11 — £ (suite

n——+oo n——+oo

extraite). La relation u,11 = f(u,) nous assure alors (unicité de la limite) : £ = f(¢), donc ¢
est de la forme £27/3 + 2km.

— L’inégalité —4n/3 < uy, < ug = — (celle de droite venant de la décroissance de u) passée a la
limite nous assure : —47r/3 <l < -

— Sur [—47/3, —7], le seul réel point fixe de f est —47/3, qui est donc la limite de u.

Comme annoncé plus haut :

—4m
Up —> ——-
n—-+oo 3

2. Pour la décomposition en éléments simples, on commence par écrire la forme a priori :

1 a b c

F: = — _— _—
XX+)X+2) X 'X+1 X+2

1 X X
On éval ite XF = ————~ = b——
n évalue ensuite X+ D)(X+2) a+ X+1—|—CX+2

en 0 pour trouver d’une part

a et d’autre part % ; etc.

1 11 1 11

it )n+2) 2n n+l 2ni2

1 1 1
Ensuite : m ~o La série de Riemann 3 est notoirement convergente (3 > 1),

donc par comparaison de séries a termes positifs :

1
ng* nn+1)(n+ 2)

est convergente.

Pour N > 1, on va collisionner :

N N N N
1 1 1 1 1 1
;n(n+1)(n+2) B 5;5_;n+1+§;n+2
- zN:l_z\/ﬂl—i_lmrzl
B k k2 k
k=1 k=2 k=3

et on obtient en faisant tendre N vers +oo :

oo 1 1

P R ) Ry

Si vous avez collisionné avec des petits points, ¢a me va aussi.

2 Calculs en algébre linéaire

1. (a) Tentons une méthode originale en pivotant... Les opérations élémentaires sont celles imposées
par le pivot : aucune fantaisie n’est acceptée! Par exemple & la premiére étape on réalise les



opérations Lo < Lo — 3Ly, Ly < L3 — 2L et Ly < Ly — L7.

Jlinsiste sur le fait que si vous faites autre chose, ce n’est pas « un point de vue différent » :
c’est une méconnaissance du pivot de Gauss. Et probablement pas a la marge.

Pour la deuxiéme étape on a le choix entre Ly < L4 — %Lg et Ly < 5L4y — Lo : clest cette
deuxiéme option que j’ai prise.

r 4+ 2y + 3z + 3t = -1 r + 2y + 3z + 3t = -1
3 + y + 2z — t = 6 — by — 8& — 10t = 9
2w — y + v = 1 7 — by — 5z — 4 = 3
zx + v + z + t = 0 -y - 2z - 2t = 1
r + 2y + 3z + 3t = -1
— - %y — 8& — 10t = 9
3z + 6t = —6
- 2z = -4
r = —1-2y—-3z-3t=1
1
y = ——(94+8z410t) = -1
— 1P
t = —-(-6—-32)=-2
£ (~6-32)
z = 2

(La derniére étape s’écrit et se lit de haut en bas.)
Et ainsi, ce systéme posséde une unique solution :

S ={1,-1,2,-2)}

Et si on pivotait ?

-z + (1+Ny
2z — Ay

—4—pu -z + (1+Ny = —-4—u
044 :}{

o
+
>

g

|
—_

|

=

Discutons :

i. Si A # —2, on a un brave systéme triangulaire, qui posséde pour unique solution :

945 A+ p

= (1+Ny+44+p=-- 5
1—p

A FY

S_ 945 +pu 1—p
B 24X 724

ii. Si A = —2: la seconde équation est : 0 =1 — p. Ainsi :
— Si p # 1, alors le systéme ne posséde pas de solution.

— Si p =1, le systéme est équivalent a la simple équation —z — y = —5. Il posséde donc
une infinité de solutions :

S={(-yy) |y R}

Pour que la copie ne soit pas déchirée, on va bien entendu pivoter : les opérations sont les
mémes que pour la résolution du systéme de la premiére question, et conservent le rang :

1 2 3 3 1 2 3 3 1 2 3 3 1 2 3
3 11 -1  [o -5 -8 —10] (o -5 -8 —10] [0 -5 —10
lo 11 2|70 =5 5 4| ™o 0o 3 6| ™o 0o 6
11 1 1 0 -1 -2 -2 0 0 -2 0 0 0 0
Finalement :
rg(A) =4

Avec un peu de recul, la résolution du premier systéme nous donnait directement ce résultat...



(b) L’opération Ly < Lo 4+ 2L nous dit que rg(B) =rg (1 1+ A) donc :

0 24X
— Si A = —2 alors B est de rang 1.
— Si A # —2 alors B est de rang 2.

3. Pour A on pivote comme on ’a déja vu deux fois, sachant que dés qu’'une colonne ne posséde
qu’une seule valeur non nulle, on développe par rapport a cette colonne, ce qui nous raméne a la
dimension inférieure :

A I O AL 5 -8 -10 -5 -8 -10

3 1 1 -1 |0 =5 -8 —10[ | 1 1 3 6
2 -1 1 2| |0 =5 =5 —4|" :? :; :;1 "5 8 32 g _5(_5)‘—2 0‘
11 1 1 0 -1 -2 -2

A la troisiéme étape on a réalisé lopération Lz < 5Ls — L1 qui multiplie le déterminant par 5,

d’ou le facteur 1/5 puisque det(Ly, Lo, L3) = & det(Ly, Ly,5L3) = £ det(Ly, Ly, 5L3 — L1).
det(A) = —12
4. Pour le premier déterminant, on développe bien entendu par rapport a la deuxiéme colonne :

A-2 0 -1
det(\[3—C)=| -1 A—1 -1 ()\1)‘
2 0 A+1

A—2 -1

5 )\+1‘(A1)((>\2)(>\+1)+3)

=A2-A=A(A—1)

[det(Ms — C) = A(A —1)? |

Pour le deuxiéme j’ai tout de suite développé par rapport & la premiére colonne. On aurait aussi
pu faire une étape de pivot en se reposant sur le —1 en position (1,3) : Cy + C1 + (A — 2)C5 et
02 — 02 — 303

A—-2 -3 -1

det(AM3—D) = | 0 A+4 —2/=A=2)(A+4)(A—=5)+24) —4(=6+ (A +4))
4 12 5 =A2-)\+4 =\—2
= A=2)((M=-A+4)—-4)=A-2rA-1)
=A2-)

| det(A\l5 — D) = A(A — 1)(\ — 2)]

5. On procéde comme suggéré dans 1’énoncé.
Ceuz adeptes d’une méthode magique, qu’ils l’aient comprises ou non, sont habilités a ['utiliser !
Résolvons donc M X = Y... en pivotant et sans la moindre fantaisie :

—r1 + 2z + B3 = Y1 —r1 + 2290 + bxz = Y1
MX =Y +— 1 — X2 — dxy = Yy <— o + X3 = Y2+ U1
—T + 4dx3 = 3 — 2m2 — x3 = Yys—y
—X1 + 2:132 + 51‘3 = Y1
— r9 + x3 = Y1+ Y2
3 = y1t2Y2+ys3
T = Y1+ 2z +5r3 =4y + 8y2 + 3y3
— Ty = Y1 +Y2 —T3=—Y2 — Y3
x3 = Y1+ 2y2 + ys3

(Ici encore la derniére étpe se réalise du bas vers le haut.)
On obtient donc quelque chose comme MX =Y <= X = NY, et comme Y était quelconque,
on a prouvé pour le méme prix :

4 8 3
M est inversible, d’inverse M '=N={0 -1 -1
1 2 1




B
6. (a) Il suffit de vérifier que F = (f1, f2, f3) est de rang 3 :

1 -1 4 10 0 10 0 10 0
. 2 2 3 2 4 -5 2 1 -1 2 1 0
dm(H) =rg(F) =rg |3 3 5| =™ |3 o _jo| =8 |3 o —o| =8 [3 o —2
4 4 1 48 -15 42 -3 42 -1

(on a choisi de pivoter sur les colonnes, mais on aurait pu tout aussi bien choisir les lignes ; on a
par ailleurs fait des dilatations de colonnes pour y voir plus clair). Ainsi, H est un sous-espace
de R* de dimension 3 :

’ H est un hyperplan de R*. ‘

- = —
(b) Un vecteur v = (z,y, z,t) appartient & Vect(f1, fa, f3) si et seulement si le rang de la famille
=
G =(f1, f2, [3, 7) vaut 3. Or, en adaptant le calcul précédent :

1 -1 4 g 10 0 0 10 0 0
o2 o2 3yl 21 -1 y—22| f2 1 o0 0
rg@)=rgly 3 9 |83 0 2 »-3:]|"8|3 0 -2 »_ 3¢
4 4 1t 4 2 -3 t—dg 4 2 1 t-2
z— 3z

. . (2 o .
Ce rang vaut 3 si et seulement si <1> et ( ) sont colinéaires, c’est-a~dire 2(t — 2y) =

t—2y
z — 3x : on tient notre condition nécessaire et suffisante pour que o soit dans H.

’H est le noyau de la forme linéaire ¢ : (z,y, 2,t) € R* — —3z + 4y + z — 2t. ‘

(¢) & = (1,0,0,0) nest pas dans H (il n’est pas dans Ker @), donc Re; constituera un supplé-
mentaire pour H (intersection et dimensions...).

’ La droite engendrée par (1,0,0,0) constitue un supplémentaire de H. ‘

— = — =
(d) 7 = (z,y,2,t) € Vect(f1, f2) si et seulement si H = (fl, f2,7) est de rang 2. On calcule
donc le rang par opérations élémentaires :

1 -1 =z 10 0 10 0
_ 2 2 yl| _ 2 1 y—2z| 2 1 0
rgM)=rgfy 3 J[=83 0 2383 0 -3

4 4 ¢ 4 2 t—dx 4 2 t-2

ce rang vaut 2 si et seulement si z —3z =0et t —2y = 0.

— —
(z,y,2,t) € Vect(f1, f2) si et seulement si 3z = z et 2y = t.

- = ‘ _ N
On note que fy et fo vérifient effectivement ces conditions! C’est rassurant...

e — —
() Les habitants de Vect(f1, f2) N Vect(fs, ) sont les éléments de E qui s’écrivent sous la forme

da— f
O[fg) +87 = gz _T_ ?g tout en respectant les équations de Vect(fl}, fg) établies a la question
a—50
précédente, ce qui revient ici (faire les calculs!) & « = 8. On a donc :
3
Vect(?l)7 E) N Vect(g, 7)) = Vect(fg> +9)=R _92
—4

7. On pivote sur les colonnes de la matrice représentant initialement les trois vecteurs dans la base
canonique de R®. A chaque étape, les colonnes représentent encore (dans la base canonique de



R®) une famille génératrice de 1’espace engendré par les trois vecteurs initiaux.

1 3 -1 1 0 0 1 0 O
2 4 0 2 -2 2 2 =20
1 1 1|—]1 -2 2]|]—]1 =220
-1 1 -3 -1 4 -4 -1 4 0
1 2 0 1 -1 1 1 -1 0

On voit alors! aprés ces deux étapes que le troisiéme vecteur était combinaison linéaire des deux
précédents, et que pour trouver une base de R®, il suffit de compléter les deux premiers par
(€3, e, e2) (éléments usuels de la base canonique; on a alors une matrice triangulaire).

’ Un supplémentaire du sous-espace proposé est Vect(e—g, €1, e—5>) ‘

8. Meéme principe que dans la question précédente : on représente les polynomes dans la base cano-
nique, et on pivote sur les colonnes. On continue donc de représenter des combinaisons linéaires
de ces vecteurs dans la base canonique.

1 1 0 1 1 0 0 0 1 0 0 O
1 0 1 2 1 -1 1 1 1 -1 0 0
12 -1 0|—1J1 1 -1 -1|—1]1 1 0 O
2 1 1 -3 2 -1 1 =5 2 -1 0 -6
0 -1 1 1 0 -1 1 1 0 -1 0 O

Apreés deux étapes, on voit que Ps est combinaison linéaire de Py et Py, que (Py, Pa, Py) est libre
(et constitue donc une base de Vect(Py, Py, P3, Py), soit encore une famille libre maximale) et peut
étre complétée en une base de E en ajoutant X2 et X4,

’ (Py, P2, Py) est une sous-famille libre maximale de F, et (X2, X*) la compléte en une base de G. ‘

1. Si on a bien compris le sens des opérations élémentaires : que représentent les différentes colonnes ?



