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1 Nilpotents en petite dimension

1. Soit p I'indice de nilpotence de u. Par définition, uP~* # 0. On choisit alors x tel que uP~1(zg) # 0,
et on montre de facon classique que (mo, u(xzg), - ,up_l(xo)) est libre : on part pour cela d’une
combinaison linéaire nulle :

Xoxo + Mul(x) + -+ )\p,lup_l(aco) =0.

En appliquant uP~!, tous les termes disparaissent sauf le premier, et on obtient ainsi Agu?~!(zg) =
0 puis \g = 0 puisque u?~!(zo) # 0. En appliquant u?~2 & la combinaison linéaire initiale (libérée
dorénavant de son premier terme), on obtient de la méme fagon A; = 0. On voit alors vaguement
poindre une récurrence.

Bon allez, rédigeons la...

— On définit, pour tout k € [0,p — 1], la proposition P(k) : « A =0 ».

— P(0) a été prouvée plus haut.

— Supposons P(0), ..., P(k) vérifiées, pour un certain k € [0,p — 2]. On a alors

)\k+1uk+1(x0) + /\k+2uk+2(z) + -+ /\p_lupil(l’o) = 0.

En appliquant «?~%~2, on obtient Ay 1u?~!(x0), puis A\x+1 = 0, ce qui prouve P(k + 1).

— Le principe de récurrence (avec prédécesseurs) nous assure que P(k) est bien vérifiée pour tout
k € [0,p — 1], prouvant ainsi la liberté de (xo,u(aco), e ,upfl(xo))

Ainsi, la famille précédente est libre, de cardinal p dans un espace de dimension finie, donc :

Comme toujours, on aurait pu remplacer la récurrence avec prédécesseurs par une récurrence
« simple » en prenant comme proposition Q(k) : « Ao = A1 = -+ = Ay = 0 ». On pouvait aussi
zapper la récurrence en raisonmnant par l’absurde : on suppose qu’il existe au moins un des A\; qui
n’est pas nul, et on prend ig le plus petit indice tel que \;, # 0 ; etc.

2. Soit y € Im (uP~1). 1l existe alors # € E tel que y = u?~*(x). On a donc u(y) = u”(x) = 0, donc
y € Keru. On a bien montré que Im (uP~1) est un sous-espace de Ker u.
D’une maniére générale, v ow = 0 se traduit Imw C Kerw, ce qui donnait ici le résultat avec
wouP~! =0.
Bien entendu, Im (u”~!) n’est pas réduit a {0z}, sans quoi uP~! serait I’endomorphisme nul, ce
qui est exclu par définition de I'ordre de nilpotence.

’Im (uP~1) est un sous-espace de Ker (u) non réduit a {0}. ‘

3. L’ordre de nilpotence de u est majoré par 2 (premiére question) et est strictement plus grand
que 1 (car u # 0), donc vaut 2. On sait alors qu’il existe zg tel que & = (o, u(zg)) soit une
base de E. La matrice de u dans cette base vaut alors par définition (puisque w (u(xo)) = 0) :

Mat(u, &) = ((1) 8) Mais si on a la bonne idée de considérer plutot £ = (u(zg), o), on obtient

la matrice attendue.

Il existe une base de E dans laquelle la matrice de u vaut (8 (1)>

4. (a) L’ordre de nilpotence est majoré par 3 d’aprés la premiére question, et est strictement plus
grand que 1 car u # 0, ce qui laisse peu de choix.

’L’ordre de nilpotence de u vaut 2 ou 3. ‘




(b) Ici, u? = 0, donc Imu C Ker u, et le théoréme du rang nous assure que la somme des dimensions
de ces deux sous-espaces non-nuls vaut 3, ce qui impose : Imu est de dimension 1 et Ker u de
dimension 2. L’inclusion Imu C Keru est donc stricte.

On peut maintenant (aprés avoir fait un petit dessin, bien entendu) choisir f; en dehors de
Keru, noter fo = u(f1), et prendre f3 dans Kerw \ Imu (attention, tout est dans 'ordre du
casting).
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On montre ensuite que (f, fa, f3) est une base de E, en partant d’une combinaison linéaire
nulle :

Afi+Aafo+ Asfs = 0.

fo € Imu C Keru, et f3 € Keru par définition, donc en appliquant u a la combinaison

linéaire, on trouve Aju(f1) = 0, puis A\ = 0, puisque f; € Keru. On a donc Ao fa + Asfs = 0.

Si (A2, A3) était non nul, la famille (fo, f3) serait alors liée, mais fo est un vecteur non-nul de

la droite Imwu, donc f3 appartiendrait & cette droite, ce qui est absurde puisque f3 ¢ Imu.

Ainsi, (A2, A3) = (0,0) , ce qui termine la preuve de la liberté. Il reste a voir que dans la base
0 00

E=1(f1,f2, f3),ona Mgat(u) =11 0 0], et il suffit donc de prendre & = (f2, f1, f3) pour

0 0 0

avoir la matrice souhaitée.

010
11 existe une base de E dans laquelle la matrice de u vaut Mat(u) = {0 0 0
0 00

1

On aurait pu commencer la question par une analyse : on cherche une base (g1, ge, g3) telle
que u(g1) = 0, u(g2) = g1 et u(gs) = 0. Ceci impose de prendre de prendre go en dehors
du noyau, puis g1 = u(ga), puis gs un autre élément du noyau non colinéaire o g1 ; fin de
lanalyse. Passons a la synthése : le noyau étant différent de E, on peut fixer go en dehors.
On définit alors g1 = u(gz), et puisque l'image est strictement incluse dans le noyau, il existe
bien gs € Ker (u) \Im (u). On vérifie alors (comme plus haut) que (g1, g2, g3) est bien une base
de E...

(¢) L’ordre de nilpotence vaut ici 3, donc d’aprés la premiére question, on peut trouver zg € E
tel que (x07u(:r0),u2(x0)) soit libre, donc constitue une base de E. Il reste & prendre £ =
(u?(z0), u(wo), z9) pour avoir le résultat attendu.

0 1 0
Il existe une base de E dans laquelle la matrice de u vaut {0 0 1
0 0 0

(d) Les matrices N7 et Ny ont deux rangs différents, donc ne sauraient représenter le méme endo-
morphismes, méme dans des bases différentes.

’H n’existe pas v € L(E) et deux bases & et F telles que Mat(v, &) = Ny et Mat(v, F) = Ns. ‘
0 0

5. (a) — Nj est clairement de rang 3; par ailleurs, Nj = # 0 et N{t =0, donc Ny

&
0 1

0 0 0O
0 0 0 O
0 0 0 O

est nilpotente d’ordre 4.



o O O

— Ny est de rang 2, NJ = # 0 et N3 =0, donc Ny est nilpotente d’ordre 3.

o o oo
o OO
SO O

0 0
— N3 est de rang 1, et N3 = 0 donc Nj est nilpotente d’ordre 2.
— Enfin, N, est de rang 2, et NZ = 0, donc Ny est nilpotente d’ordre 2.

Matrice | Rang | Ordre
Ny 3 4
No 2 3
N3 1 2
Ny 2 2

(b) Le rang de u est le rang de sa matrice dans n’importe quelle base, ce qui exclut la possibilité
d’avoir deux bases dans lesquelles les matrices de u ont des rangs différents.

’Les matrices N1 et Ny ne peuvent représenter le méme endomorphisme.

(¢) L’argument précédent fonctionne pour tous les couples (7,j) avec 1 < ¢ < j < 4, sauf pour
(2,4), puisque Ny et N4 ont toutes les deux le méme rang. Cependant, l'ordre de nilpotence
de u est celui de sa matrice dans n’importe quelle base (clair, non?). Comme les ordres de
nilpotence de Ny et N4 sont différents, il est impossible pour u d’étre représenté par ces deux
matrices dans des bases différentes.

’Pour 1 <7 < j <4, les matrices IV; et N; ne peuvent représenter le méme endomorphisme.

(d) Je laisse dans un premier temps une rédaction basée sur une discussion sur le rang
et ’ordre de nilpotence de u € L(E), la discussion principale portant sur ’ordre
de nilpotence, qui est entre 2 et 4. Suivra une deuxiéme attaque qui se généralise
pour 1’étude des nilpotents en dimension quelconque.

i. Supposons que u est nilpotent d’ordre 4 : en prenant zy en dehors du noyau de u> ainsi
que ses images par u, u? et u3, on trouve une base (premiére question) dans laquelle (en
inversant l’ordre des vecteurs) la matrice de u est Nj.

ii. Supposons que u est nilpotent d’ordre 2 : 'inclusion Im (u) C Ker (u) (venant du fait que
uou = 0) nous donne, grace au théoréme du rang : rg(u) < 4 —rg(u), donc u est de rang
1 ou 2.

A. Si u est de rang 2, alors 'inclusion Im (u) C Ker (u) est en fait une égalité du fait des
dimensions. Prenons alors (fa2, f4) une base d’un supplémentaire de Ker (u), et notons
fi=u(f2) et f3 =u(fs). Il est aisé ! de montrer que F = (fi, ..., f1) constitue une base
de F, et par construction, on a bien Mat(u, F) = Ny.

B. Si u est de rang 1. On a alors Im (u) C Ker u, les dimensions étant connues. On veut
trouver une base dans laquelle la matrice de u est N3. En regardant droit dans les yeux
N3 (analyse), il est alors naturel de choisir (synthése) fo en dehors du noyau de wu,
poser f1 = u(f2), et compléter ce vecteur (non-nul) de Ker (u) en une base (f1, f3, f1)
de Ker (u). On montre alors sans probléme que F = (f1, fo, f3, fa) est une base de E
dans laquelle la matrice de u est N3 comme espéré.

iii. Supposons que u est nilpotent d’ordre 3. On veut montrer qu’il existe une base dans laquelle
la matrice de u est No. En prenant un vecteur zo en dehors du noyau de u?, on trouve
une famille libre de trois vecteurs (zo, u(zo), u*(xo)), ce qui constitue un bon début ! Mais
il faut trouver un élément du noyau de w qui ne soit pas combinaison linéaire des trois
premiers vecteurs. Commencgons par montrer que u est de rang 2. C’est essentiellement lié
a la convexité de la suite des dimensions des images itérées (ou la concavité de la suite des
dimensions des noyaux...). Mais rédigeons-le & nouveau.

D’aprés la remarque préliminaire, on a {0} € Im (u?) C Im (u), donc Im u est de dimension

au moins 2, et Keru est de dimension au plus 2. On a Im (u?) = Im (u|py (), donc le

théoréme du rang appliqué & upy, () (dont le noyau est Ker (u) N Im (u)) fournit :

rgu? = rgu — dim (Keru N Imw) .

1. Mais instructif...



Si Ker (u) était de dimension 1, on aurait rg(u?) > rgu — 1 = 3, rendant impossible
I'inclusion Im (u?) C Ker (u) (qui vient du fait que u o u? = 0).

Ainsi, u est bien de rang 2.
(Et le plus dur est fait!)
Si on note F l'espace engendré par (zo,u(zo), u*(z0)), on a Ker (u) N F = Vect(u?(z)),
donc Keru (qui est de dimension 2) n’est pas inclus dans F'.
Fixons donc f; € Ker (u)\ F, et notons f3 = zg, f2 = u(xg) et fi = u?(x). De fagon claire,
onau(fi) =0, u(fo) = f1, u(fs) = f2 et u(fy) = 0. Il reste & prouver que F = (f1,..., f1)
est une base, ce qui est équivalent & sa liberté. Supposons donc : A1 f; + -+ + Ay fy = 0.
En appliquant u, on trouve Asf1 + A3 fa = 0. Mais (f1, fo, f3) est libre, donc Ay = A3 = 0.
Il reste alors A1 f1 + A4 fqs = 0. Mais f; est un élément non nul de Keru N F, alors que f,
n’appartient pas & F', donc f; et f; ne sont pas colinéaires, ce qui prouve : Ay = Ao = 0
et termine la preuve de la liberté de F. Par construction de cette base, on a alors bien
Mat(u, F) = Ns.

’ Si u € L(E) est non nulle et nilpotente, alors elle est représentée par 'une des N;.

Voici maintenant une deuxiéme approche, qui se généralise mieux et permet d’ob-
tenir en dimension quelconque ce qu’on appelle la réduction de Jordan.

On se souvient que pour montrer que les nilpotents sont diagonalisables, on a regardé droit
dans les yeux la suite d’inclusion

{0} € Ker (u) € --- € Ker (uf7!) € Ker (u*) = E

et on a construit une « base télescopique » en partant de la gauche vers la droite (on prend
une base du noyau qu’on compléte en une base de Ker (u?), qu'on compléte en une base de
Ker (u?), etc).

Et bien nous allons & nouveau partir de cette suite... mais dans I'autre sens! Le premier point
technique dont nous avons besoin est le fait que les dimensions dj, = Ker (u*) constituent
certes une suite croissante (c’est trivial, du fait des inclusions), mais également « concave »,
ie. : diro — dry1 < drr1 — di (ce fait vu en exercice de cours a été établi en appliquant le
théoréme du rang a la restriction de u & I'image de u...). Ici, les suites possibles sont donc
(on s’arréte une fois arrivé a 4) :

(07 1’2’374)? (0? 27374); (0’274)? (03 374)

L’idée centrale consiste alors & partir d’un supplémentaire S; de Ker (u*~!) dans Ker (u*) = E,
dont on prend une base (ey, ..., ex). Les u(e;) constituent alors une famille libre de Ker (u*—1),
dont l'intersection (du sous-espace engendré) avec Ker (u*~2) est triviale (check it!). On peut
alors compléter la famille des u(e;) avec des vecteurs fi,..., f pour obtenir une base d’un
supplémentaire de Ker (u*~2) dans Ker (u*~!). On regarde alors I'image par u de cette famille
de k + r vecteurs : ils constituent une famille libre de Ker (u*~2) dont l'intersection avec...
Mais voyons cela concrétement en dimension 4 :

— Cas (0,1,2,3,4). on choisit e; € E\ Ker (u3). La famille (e1, u(eq),u?(e1),u®(e1)) est alors
0 0 0 O
. 1 0 0 O L .
une base de F, et la matrice de u dans cette base est 010 0l Pour préciser le lien
0 01 0

avec la construciton signalée plus haut, on :
{0} € Ker(u) = Vect(u®(e1)) € Ker (u?) = Vect(u?(ey), u?(ey))
C  Ker (u®) = Vect(u®(e1),u?(e1), u(e1)) € Ker (u*) = Vect(u®(e1),u?(e1),uler),e1) = E

— Cas (0,2,3,4). On prend e; dans E \ Ker (u?); on a alors E = Ker (u?) @ Vect(e;) mais
aussi E = Ker (u) @ Vect(e1,u(er)); on compléte (u?(e1)) en une base de Ker (u) avec un
vecteur fi. La famille (e1,u(e1),u?(e1), f1) est alors une base de E dans laquelle la matrice

de u vaut



— Cas (0,2,4). Cette fois, on choisit deux vecteurs e; et es constituant un supplémentaire
du noyau de u. On a alors (e1,u(e1), e2,u(e2)) qui est libre, puis constitue une base de E

0 0 0O

. 1 0 0 O

dans laquelle la matrice de u est 000 0

0 010
— Cas (0,3,4). On choisit un vecteur e; en dehors de Ker (u) ; son image par u est un vecteur

non nul de Ker (u) qu’on peut compléter en une base de Ker (1) avec deux vectuers f; et
f2. La famille (e1,u(e1), f1, f2) est alors une base de E dans laquelle la matrice de u vaut

0 0 0O
1 0 00
0 0 0O
0 0 0O
6. (a) Raisonnons géométriquement, en notant u 1’application linéaire canoniquement associée a A.

Si £ = (ey, ..., e5) est la base canonique de E = R, alors on a :

u(er) =0 wu(es) =er wulez) =ea ules) =0 ules) =ey.
On cherche par ailleurs (analyse) une base F telle que

u(fi) =0 wu(fo)=rfi uw(fs)=0 u(fs)=/fs u(fs)=fi
De facon plus graphique, on a

e5 —» ¢4

e3 —» e2 —» el
et on veut

2 —» fl

5 —» 4 —» {3

Considérons donc la famille F = (eq4, €5, €1, €2, €3).
— C’est bien une base de E'!
— La matrice de u dans cette base... est bien B.

’A et B sont semblables.

Pour les matricieuz, jimagine qu’on doit avoir B = P~ AP, pour peu qu’on prenne (on pense
au changement de base vu plus haut) :

0 01 0O
00010
P=]0 0 0 0 1
100 00
01 0 00O

(b) En s’inspirant de la question 5, on peut raisonnablement penser aux matrices :

010 00 01 0 0O 010 00
0 01 00 0 01 00 0 01 0O
Ni=1]0 0 0 1 0 No=]10 0 0 1 O Ns=10 0 0 0 O
0 0 0 0 1 00 0 0 O 00 0 00
0 0 0 00 00 0 0 O 0 0 0 00



N4: N5: N6:

o o oo
oS oo
o O oo
o O o oo
o o oo
oo o oo
oS oo
O O == O
o O oo
= o oo
o O o oo
SO O
o O oo
O O = OO
o o o o

0 0 O 0 0 0 0 O 0 0 0

Déja, ces 6 matrices sont bien nilpotentes. Ensuite, elles ne sont pas semblables : il suffit pour
cela d’évaluer pour chacune d’une part le rang, et d’autre part ’ordre de nilpotence :

Matrice | Rang | Ordre
Ny 4 5
Ny 3 4
N3 2 3
Ny 1 2
N5 3 3
Ng 2 2

Le caractére non semblable se déduit du tableau précédent et d’arguments déja vus : deux
matrices (nilpotentes) semblables on nécessairement méme rang et méme ordre de nilpotence.

’ Il existe au moins 6 classes de similitudes chez les nilpotents non nuls en dimension 5.

Et a la question qui vous brile les lévres, la réponse est : « Oui, on les a bien toutes ». Vous
pourrez le prouver en adaptant la preuve vue en dimansion 4, les dimensions possibles pour les
noyaux itérés étant cette fois :

(0,1,2,3,4,5); (0,2,3,4,5); (0,2,4,5); (0,3,4,5); (0,3,5); (0,4,5)



