Corrigé Centrale PC 2 : Opérateur de différence

I L'opérateur de translation et I’opérateur de difféerence

I.A - L'opérateur de translation

I.A.1) Soit P = Zzzo 4 X, un polynéme non nul de R,[X], de degré d = deg(P) (i.e. a; = 0).
Alors, T(P) est de la forme :

d d-2
P(X+1) :ZakX+l K= a, X4+ (dag +ag_1)XE 1+Zb xk
k=0 k=0

Comme a; #0:

]deg(T(P)) = deg(P) et cd(7(P)) = cd(P) \

I.A.2) Notons que 7%(P) = P.
Et que si 78(P)(X) = P(X + k), alors T8*1(P)(X) = 7(t*(P))(X) = P((X + k) + 1) = P(X + (k + 1)).
Ainsi, par récurrence

\VkeN, ©(P)(X) = P(X + )]

I.A.3) D’apres la formule du bindme de Newton (changement de variable i =h+ 1),

-1 . Joq.
VjeN,,p, t(P)(X) = (X +1)7! = Z(]zl)Xh = Z(ij)ﬂ
io1

h=0

M est donc triangulaire supérieure et les coefficients de M vérifient donc

N {0 pour i<
Vi, je[1,n], (M)z,J_{ l() sinon

I.A.4) La matrice M est trlangulalre supérieure, donc ses valeurs propres se trouvent sur la dia-

=1.
j- 1)
Comme M et T ont les mémes valeurs propres,

gonale. Il s’agit des nombres (/

Si M était diagonalisable, elle serait alors semblable a la matrice unité, et donc elle serait égale
a la matrice unité.
Ainsi,

’M et T ne sont pas diagonalisable ‘

I.A.5) 0 n’étant pas valeur propre de 7,

’ T est bijective ‘

Puis si on considere T : R,[X] — R,[X],P(X)— P(X -1),
on montre qu’il s’agit d’'un endomorphisme de R,,[X]. Il vérifie: ToT=ToT =1id:

VP € R,[X], 7(T(P))(X) = T(P)(X + 1) = P(X) = 7(T(P))(X)

Donc

T HP)(X)=P(X-1)

Puis, comme pour la question 2), on montre que pour tout k € N, T¥(P)(X) = P(X —k).
Donc la formule est toujours vraie :

\VkeZ, ©(P)(X)=P(X +k)]
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I.A.6) Avec l'expression de 77!

-1 J '
V] GNn+lr T_l(P])(X) Z( ) ] 1- hXh Z(_l)]—l(z:i)Pz

i=1

, on applique la méme méthode qu’en 3) et on obtient :

Puis

0 sinon

— —
Vi,je[1,n], (M) ;= { (-1y7'()7)) pour i<j

I.LA.7) Lak+1¢ ligne du calcul V = Q x U est justement

n+1 k k
vk—ZQk+1] Uj_ I—Z(]) Uj

7=0
(1) pour j<k
On peut identifier (apres changement d’indice) : Qy; =q /7! .
’ 0 sinon
On a donc
Q=M"
I.A.8) M est inversible, donc Q = MT egalement et Q =MDy 1= T,
Puis par équivalence: V=Qx U = U = Q! =M HTxV.
La k + 1¢ ligne de ce calcul donne alors
n+1 n+1 n
_ -1\T o -1 L -1 ,
W = Zl,((M ) )k+1,jv1*1 B Zl,((M ))j,k+1v1*1 - ZO,((M ))j+1,k+1v]
= = J=

k k'k
w=Z;4y%)w

I.A.9) On a alors

On vérifie bien :

I.B - L'opérateur de différence
I.B.1) Avec les mémes notations qu’en 1.A.1), avec P non constant on a :

d-2 d-2 d-2
S(P)(X) = ag X%+ (dag+ay )X + Zbkxk —agXt—ay X9 - Zaka =dayg X4 + chx"
k=0 k=0 k=0

Commea; #0:

’ si P, non constant, deg(o(P)) = deg(P)—1 et cd(d(P)) = deg(P) x cd(P) ‘




I.B.2) D’apreés la question précédente, si P n’est pas constant, deg(P) > 1 et deg(6(P)) > 0, donc
0(P) n’est pas nul. Ainsi, si 6(P) = 0, alors P est constant.
Réciproquement, si P est constant, le calcul (simple) donne 6(P) = 0.
Donc

| ker(5) = R[X]|

La question précédente montre aussi que Im(0) C R,,_;[X].
Or d’aprés le théoreme du rang : dim(Im(9)) = n+ 1 —dim(ker(0)) = n = dim(IR,,_; [X]).
Donc :

[1m(0) = R, 1[X]|

L.B.3) Siker(/) = R;_1[X], avec j <n.
P eker(/*') & 6/ (P) = 0= 9/ (6(P)) = &(P) € R;_1[X]

Donc
P eker(5/*') & deg(P) =deg(6(P)) +1 < (j—1)+1 = j & P € R;[X]

Ainsi, par récurrence :

Vje[1,n], ker(8/) =R;_; [X]

Si P € Im(&/), alors il existe Q € R,,[X] tel que P = 6/(Q).

Or une récurrence simple (suite arithmétique) montre que deg P = deg(Q) — j, donc deg(P) <
n—j. _

Par conséquent, P € R,_;[X], et donc Im(d/) C R,_;[X].

Le théoréme du rang assure par ailleurs que ces deux espaces ont méme dimension, donc :

Vje[1,n], Im(&) = R,_;[X]

I.B.4) Notons A, la matrice de 6 dans la base (B).
Par constructionde 0 =t—-id,ona A=M—1,,4.
Puis comme M commute avec I,,, 1, alors d’apres la formule de Newton : Ak = Z?:o (’;.)(—1 )e=imi,
Ce qui permet d’affirmer, en revenant aux endomorphismes :

k
VkeN, &k = Z(—nk—f(’]‘_)rf

j=0

I.B.5) Si P e R,_;[X]=ker(6"), alors 6"(P) = 0. Donc :
0(X) = [8"(P)](X) = [Z(—l)“‘f(

il s’agit bien du polynéme nul.
Et en particulier en la valeur réelle X = 0:

I.B.6) a) uod’=uofu?ou?l=u’=[u?ou’lou=06%ou.
Donc

’ u et > commutent




b) Soit P € IR, [X] = ker 62, alors
5% (u(P)) = u(6*(P)) = u(0) =0

Donc u(P) € ker(6?) = R; [X].
Par conséquent

’IRl [X] est stable par u ‘

. _ a b e 2 _ O 1
) SlA—(C d)verlﬁeA _(O 0),alors
0 a _ 2 43 _ a2 | ¢ d
(0 c )_AxA =A"=A xA_( 0 0
2
Donca=detc=0, ainsiA:( g z ), puis A2 :( ao 2;1219 ), et ainsi nécessairement a = 0,

puis 2ab = 0; ce qui est contradictoire avec ab = 1.
Donc

|

d) Puisque R;[X] est stable par u, notons i : R{[X] — R[X], P - u(P).
Considérons alors A, la matrice de i dans la base (P, P;) de R [X].

Alors A? est égale a la matrice de o sur R;[X] donc ( 01 )

(e

. L g 0
aucune matrice A ne vérifie A% = ( 0

00
Or d’apres la question précédente, ceci est impossible. Donc

Il n’existe pas d’endomorphisme u de R,[X] tel que u? = o

I.B.7) a) On a vu (questions I.B.3)) que deg(6'(P)) = deg(P)—i =d —i.
Ainsi, la famille (P, 5(P),...5%(P)) est une famille de degré échelonné (de d a 0).

C’est une famille libre et vect(P, 8(P),... 8% (P)) = Ry[X]

b) Soit V stable par 9.
SiPeV,alors §'(P)e V et donc Ryeg(p)[X] = vect(P,o(P),...0"(P)) C V.
Il reste a montrer I’égalité, il faut prendre le polynome en degré maximum. ..
V est un sous-espace vectoriel de R,,[X]. Notons d = dim(V) - 1.
Notons (ep,...e;) une base de V. Nécessairement, I’'un des e; est un polynome de degré
supérieur ou égal a d.
Sinon, on aurait une famille libre de d + 1 vecteurs de R;[X], ce qui est impossible.
Donc il existe P dans V de degré r > d.
SidegP =r>d, alors d’apres la remarque précédente, R,[X] = vect(P,d(P),...6"(P)) C V et
V ne peut étre de dimension d + 1. Donc il existe P de degré d dans V et R;[X] C V et par
égalité des dimensions :

’il existe d € [0, n]] tel que V = R;[X] ‘

IT Applications en combinatoire

II.A - Quelques cas particuliers

II.A.1) Si @ est une surjection de E sur F, alors nécessairement #F < #E. Donc

sin>p,alors S(p,n) = 0‘
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II.A.2) Une surjection d’un ensemble de cardinal # sur un ensemble de cardinal n est en fait une
bijection. Donc
S(n,n) = n!

II.A.3) Les surjections de IN,,,; sur [1,n] sont parfaitement déterminées -et de maniére unique-
par:
— Le choix de deux éléments de IN,,;; qui auront la méme image : ("erl) possibilités
— DPuis, la distribution des n éléments de I'ensemble d’arrivée, avec les n éléments de I’en-
semble de départ (un de ces éléments étant double) : n! possibilités
Le principe de décomposition permet alors d’affirmer que le cardinal recherché est le produit :

S(ﬂ+1,1/l):(n+1)?l' M

2 2

II.B - Recherche d’une expression générale

I1.B.1) Le résultat ne fait pas partie du programme. Il faut le démontrer.
Une application de E = IN, sur un ensemble F = [1,n] est parfaitement définie -et de maniere
unique- par la donné pour chacun des p élément de E d’un unique élément de F. Donc pour
chacun des p éléments de E, il y a n possibilités.
Le principe de décomposition permet alors d’affirmer que le cardinal recherché est le produit :

le nombre d’applications de IN,, sur [1,1] est donc nxn---xn=nP

I1.B.2) Notons Iy = {¢:IN, — [1,n]#¢(IN,) = k}. Alors, d’aprés la question précédente :

Tlp = i#lk
k=1

Il reste a dénombrer I;. Or les applications ¢ de I; sont parfaitement déterminées -et de
maniere unique- par :

— Le choix de k éléments de IN,, qui forment @(IN,,) : () possibilités

— Puis, le choix des surjections de IN,, sur I'ensemble ¢(IN,,) a k éléments : S(p, k) possibilités
Le principe de décomposition permet alors d’affirmer que le cardinal recherché est le produit :

n

nP = Z(Z)S(p,k) = i(:)s(p,k)

k=1 k=0

avec la convention S(p,0) = 0.

II.B.3) On applique alors la formule d’inversion trouvée en I.A.8), (p constant)

n

vy = i(:)uk — U, = Z(—l)n_k(Z)vk

k=0

avec v, = nP, up = S(p, k), donc

n

Vp>n, S(p,n) = <—1>”-k(2)k1’
k=0

I1.B.4) Pour p < n, le polynome P = XP appartient a IR, _1[X], donc d’apres I.B.5),

i(—l)"‘k(’;)kp - i(—l)”-"(’;)m) - i(—l)"-k(Z)kP ~0=S(p.m)

k=0 k=0 k=0



On peut donc généraliser, de maniére cohfente, la formule obtenue a la question précédente :

VpeN, S(p,n) = Z(—l)”‘k(Z)kP

k=0

II.C) Avec les questions précédentes :

Z(—l)n_k(Z)k”=5(n n)=n! et Z ( )k”+1 S(n+1,n)= ”X(V;"'l)!

k=0

II1 Etude d’une famille de polynomes

ITI.A - Généralités

III.A.1) Pour tout k € [0,n], deg(Hy) = k.

Donc la famille (Hy, Hy,... H,) est une famille de degrés échelonnés, donc elle est libre.
Elle est constituée de n+ 1 = dim(IR,,[X]) éléments de R,,[X]. Donc

’ (Ho,Hy,...H,) est une base de R, [X] ‘

ILA.2) 8(Hy)=1-1=0.
Et pour tout k € [1,n],

1 k-1 kl k2 k-2
O(Hp)(X) = Hi(X+1)- =4 (X+1-9) (X+1) —(X-k+1)
j=0 ]:0 ]:O j=0
1 k2 k-2
5(Hy) = 75 (X+1)=(X—k+1)) 'I_IX i) [xk=H,
]:O j=0

Bilan :

’ 0(Hy) = 0 et pour tout k € [1,n], 6(Hy) = Hyx_; ‘

II1.A.3) Comme 6 =t —id, on a alors ©(Hy) = 6(Hy) + Hy = Hy et ©(Hy) = 6(Hy) + Hy = Hy + Hy_;.
Ainsi M’ est exactement la matrice de t dans la base (Hy, Hy,...,H,) de R,,.
Par conséquent,

’M et M sont semblables (matrice d'un méme endomorphisme dans deux bases différentes) ‘

III.A.4) Pour tout k,€ € [0,n], on a (par récurrence pour € > k) :

o (Hp) = 5 (Hpy) = { He o C2K

0  sinon
Puis comme h = 0, H,(0) = 0 et Hy(0) =
Par conséquent :
k _ 1 si =k
o™ (Hr)(0) = { 0 sinon

III.A.5) Puisque (Hy) est une base de R,,[X], pour tout P € R,,[X],
il existe ag,ay,...a, € Rtels que P =Y y_a,Hy.
Puis, par linéarité :
n
5*P(0) =) ars*(Hp)(0) = a
4
Donc

VP eR,[X], P = iék(P)(O)Hk
k=0




IILB - Etude d’un exemple

I11.B.1) Notons T(X) = X3+ 2X?+5X +7.
1l s’agit de calculer 6%(T)(0), pour k de 0 & 3. Or

T(X)=X3+2X%2+5X+7,8(T)(X)=3X>+7X+8, 6*(T)(X)=6X +10, 83(T)(X)=6

On a donc

| T = 6H; +10H, + 8H, + 7Hy|

II1.B.2) Puisque 6%(Hy) = Hy_,, alors par linéarité :

siP= 6H5+ 10H4+8H3 +7H2, on a éz(P) = 6H3 + 10H2+8H1 +7H0

II1.B.3) Considérons (p,) une solution particuliére.
Toute autre solution (u,,) vérifie :

Vk €N, (= plis2 = 2(t = pgs1 + (4 = p)i = (Uges2 — 241 + k) = (Pks2 = 2Pks1 + Pi)
=(k®+2k>+5k+7)— (k> +2k*> +5k+7)=0

Donc la suite (u — p),, est une suite récurrente linéaire d’ordre 2.
Son équation caractéristique est > —2r +1 = (r - 1)?,

et il existe A, B € R tel que pour tout n € N, u,, = p,, + (A + Bn)1"

Reste a trouver une solution paticuliére. On a vu que 6*(P)(X) = P(X +2) - 2P(X + 1) + P(X).
Avec P tel que Yk € N, 6*(P)(k) = k® + 2k? + 5k + 7 et py = P(k), on a une solution particuliére.
Enfin, comme pour k > h, Hy(k) = %k(k— D...(k=(h-1) = % x K = (],;), et pour k < h,

k—h)!
Hi(h)=0;0na

il existe A, B € R tels que pour tout k € N, uy = A+ Bk + 6(’;) + 10(5) + 8(];) + 7(};)

avec convention : (';l) =0sih>k

III.C - Polynomes a valeurs entiéres

III.C.1) Le calcul a été fait plus haut pour les nombres entiers naturels.
Sik<0,ennotantp=—-k,ona:

) = bk ). (k1) = () (pin-) = 1 BT (P

Finalement

(fl) si k>n
H,(k) = 0 si ke[0,n—1]
(-1)" (") i k<0

III.C.2) Tous les coefficients binomiaux sont entiers (puisqu’il s’agit d’un cardinal d’'un ensemble),
donc pour tout k € Z, H, (k) € Z.

H,(Z)cZ

I11.C.3) Pour tout k € Z,
5(P)(k) = P(k +1) - P(k)

Par soustraction de nombres entiers, il s’agit d’'un nombre entier. Donc

’ Si P est a valeurs entiéres sur les entiers, alors il en est de méme pour 6(P) ‘
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II1.C.4) Si P est a valeurs entiéres sur les entiers,
alors par récurrence (sur h € IN), pour tout entier k € Z, 6"(P)(k) € Z;
et donc en particulier 5"(P)(0) € Z, et les coordonnées de P dans la base (Hy) sont des entiéres.
Réciproquement, si les coordonnées de P dans la base (Hy) sont des entiers,
alors P = Z?:o a;H;, puis P(k) = Z?:o a;H;(k) € Z (combinaison linéaire d’entiers).
Bilan :

’P est a valeurs entieres sur les entiers si et seulement si ses coordonnées dans (Hj) sont entieres

III.C.5) Supposons que P, de degré d, est a valeurs entiéres sur les entiers,
Alors d’apres les questions précédentes, il existe ag,a;...a4 € Z tels que P = Zf:o a;H;.

Et donc
i—1

d d
dIP = Zuixd!Hi = Z aixd(d—l)...(i+1)xl_l(X—j)
i=0 i=0 0

j=

’ Il s’agit bien d’un polynome d!P a coefficients entiers. ‘

Comme le montre le polynome P = %Xz, de degré 2 :
on a 2!P a coefficients entiers, mais P(1) = % ¢7.

’La réciproque est donc fausse. ‘

IV Généralisation de 'opérateur de différence et application

IV.A -

IV.A.1) x+— x+1 estC*® de R} a valeurs dans IRY,.
Par composition, x — f(x+ 1) est C* sur IR}. Puis par addition

’ o est de classe C* de R},

Puis pour tout x € IR},

O(f)x) = f'(x+1) = f'(x) et (8(f))'(x) = f'(x+ 1) = f'(x)

Donc

IV.A.2) Méme démonstration qu’en I.B.4),

Ve N, (6" (F))() = <—1>"-’<(Z)f<x+k>

IV.A.3) Soit x > 0.
Appliquons le théoréme des accroissements finis a f, de classe C! sur [x,x + 1],

Acelx, x+ 1[telque S(f)(x) = f(x+1) = f(x) = f'(c) x (x + 1 —x) = f(c)

En faisant le changement de variable y; = c—x,

’pour tout x > 0, il existe y; €]0, 1] tel que o(f)(x) = f(x+ ;) ‘

IV.A.4) Nous allons procéder par récurrence. Notons, pour tout n € IN*:
P, :«¥x>0,Vf eC®(R:), Ay, €]0,n[ tel que Z?ZO(—l)”‘](?)f(x+j) = f"(x +yp,)»
— Laréponse de IV.A.3) montre que P; est vraie.



— Soit n € IN*. Supposons que P, est vraie.
Soit x > 0, il existe y,, €]0,n[ (P, a of) tel que :

" (f)(x) = 8"(Sf)(x) = (5) " (x + 3)

Puis par commutation de 'opération différence et dérivation :
")) = (@) + ) = S(f ")+ pu) = f O (e g +1) = £ (x4 30)
On applique 1’égalité des accroissements finis & f (", il existe ¢ €]x + y,,, x + v, + 1] tel que
FO 49+ 1) = FOx+90) = (F) () x (x4 90+ 1) = (x+34)) = £ (c)
Enfin, d’apres IV.A.2):

n+1
5n+1(f)(x) = Z( 1)n+1 ](ﬂ;- 1)f(x+j) :f(n+1)(c)
j=0

En prenanty, .y =c—x,alorsy,,,1 > x+y,-x>y,>0ety, 1 <x+y,+1-x<y,+1<n+1.
Ainsi, on a donc P, qui est vérifiée.
Par conséquent,

n

Vx> 0,Vf eC®(R}),YneN,Iy, €]0,n[ telque Z( 1) 7(] )f(x+]) £ (x +v,)
=0

IV.B -

IV.B.1) Soit k € N*,
Il existe py,...p;, i nombres premiers et aj,a;,...a; € N tel que k = ]_[}:1 p;’.

On a alors . .
1 1

k=] Jeh =] Jene

j=1 j=1

Il s’agit de produit de nombres entiers naturels non nuls, donc

k% est un nombre entier naturel ‘

IV.B.2) Si @ <0, alors

1 -
26\(:(5) <1

Or on a vu que pour tout k € N*, k% € IN*, donc k* > 1. On a une contradiction,

(a+1)

IV.B.3) Si a est un entier naturel, alors fDE =a! et donc fa =0;
donc I'une au moins des dérivées de f, s’annule en au moins un réel strictement positif.

Réciproquement, s’il existe n € IN et x > 0 tels que foin)(xo) =0;
or on sait que pour tout réel x,

fo(zn)(x) —ala-1)...(a —n+1)x*"

Donc si f;n)(xo) =0, alors comme x4 > 0, on a nécessairement : a(a—1)...(a—n+1)=0;
et donc il existe k € [0,n—1]] tel que @ —k =0 donc @ =k € IN. Ainsi :

a € N ssi il existe n € IN et x5 > 0 tels que fogn)(xo) =0




IV.C -

IV.C.1) D’apres IV.B.1), pour tout k entier, k* € N,
donc pour tout j € [0,1], f,(x +j) € N puisque x entier.
Puis par stabilité par multiplication et additions d’entiers :

n

Y (e iy en

=0

IV.C.2) On applique directement la relation (IV.1.):

n

3, €0t que Y (177t )= 7 ) =

j=0

a(a—1)-(a-|a))
(v + pleFie

Donc comme p,, > 0,

e L _ala-1)-(a-|a))
0<FJ4>(ﬂma+n<““wai -

HO

X—+00

IV.C.3) Comme cette limite pour x — +co est nulle, on peut prendre € = % ; il existe A > 0 tel que
pour tout x > A et entier : ;’:0(—1)”‘j(’;)fa(x+j) €]l-3,3[
Or cette somme est entiere, donc elle est nécessairement nulle.
Ainsi, pour tout x > A, Z;’:O(—l)”’j(?)fa(x +7)=0=f"(x+y,).
Donc, une dérivée de f, s’annule en au moins un réel strictement positif. D’apres IV.B.3),

\ a est donc un entier naturel \
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