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Notations

Pour n,p € N*, on note :

— M, ,(R) I'espace vectoriel réel des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients réels ;
— M, (R) Despace vectoriel des matrices carrées d’ordre n & coefficients réels ;

— I, la matrice identité de M, (R) ;

— 0,,(R) le sous-ensemble de M, (R) constitué des matrices orthogonales ;

— S,,(R) le sous-espace vectoriel de M, (R) constitué des matrices symétriques ;

— AT la transposée de A € M ,(R) ;

— tr(A) la trace de A € M, (R) ;

A0 .. 0
— diag(Ay, ..., A,) la matrice diagonale | & . O de M, (R) ;
0 ... 0 A,

— R[X] Pensemble des polyndmes & coefficients réels ;
— X4 le polynome caractéristique de la matrice A € M, (R) ;

— Efrjp ) la matrice de M ap(R) qui a tous ses coefficients nuls sauf le coefficient situé sur la i-eme ligne et la

j-éme colonne qui vaut 1. Lorsque n = p, on simplifie I’écriture en notant EE’? la matrice Efﬁm

On identifie R" et M, ;(R), ensemble des matrices a n lignes et 1 colonne.
On admet E"" R).

n admet que ( i )1<i<n,1<j<p )

Mis a part les questions 31 et 38, les parties I, IT et III sont indépendantes. Dans la partie III, les questions 34,
35, 36 et 37 sont indépendantes de ce qui précede. La partie IV dépend fortement des parties II et III.

est une base de M, ,(

I Matrices compagnons

00 « 0 q
1 0 Poay

Si (ay, .., a,) est un p-uplet de nombres réels, on note C(ay, ..., a,) la matrice de M, (R) égalea | 0 - 0 :
P 0
0 - 0 1 q,

I.A - Etude d’un premier exemple

0 0 -2
Dans cette question on suppose p =3 et A = C(—2,1,2) = (1 0 1 ) .
0 1 2

Q1. Calculer le polynéme caractéristique de A.

Q2. Montrer que A est diagonalisable dans M 3(R) et déterminer une matrice diagonale D = diag(A;, Ay, Ag)
avec A} < Ay < Ay de M4(R) et une matrice inversible P de M ;(R) telles que

A=pPDpP!

I.B - Etude d’un second exemple

01 3

Q 3. Déterminer le polynéme caractéristique de B et une base de chacun des sous-espaces propres de B.

00 1
Dans cette question on suppose p =3, B=(C(1,-3,3) = (1 0 —3) .

Q 4. Montrer que B n’est pas diagonalisable dans M4(R) mais qu’elle est trigonalisable dans M5(R).

1
On consideére le vecteur colonne v; = (—2) de M5 (R).
1
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x
Q5. Déterminer un vecteur colonne vy = (y) de M5 1(R) tel que Buy = vy + vy.
0

z
Q 6. Déterminer un vecteur colonne vg = ( t) de M3 (R) tel que Buy = vy + vs.
0

1 1 0
Q. En déduire une matrice R inversible de M 4(R) telle que B= RTR™ ou T = (0 1 1) .
0

0 1
I1.C - On revient au cas général, ot p € N*. On pose C = C(ay, ..., a,).
Q 8. Montrer par récurrence sur p que le polynéme caractéristique de C est
Xo(X) = XP —a, XP7! — o —ay X —
Q9. Montrer que si A € R alors le rang de C' — AL, est supérieur ou égal a p — 1; en déduire que les

sous-espaces propres de C sont de dimension 1.

Q 10. Montrer que C est diagonalisable si et seulement si le polyndme caractéristique de C' est scindé a
racines simples.

I1.D -

Q 11.  On counsidére un polynoéme unitaire Pde R[X] de degré p. Montrer qu’il existe un unique (a, ..., ap) e RpP
tel que P = x ou C = C(ay, ..., a,).

Q 12. Etant donné un polynéme @ de R[X], donner une condition nécessaire et suffisante portant sur Q
pour que ce polyndme soit le polynéme caractéristique d’une matrice.

IT Matrices symétriques positives

Dans cette partie, on considere un entier naturel » non nul. On rappelle que la norme euclidienne de M, ;(R)
est définie par [X| = VXTX ou X € M, (R), en particulier VX € M, (R), X' X > 0.

Soit A € S,,(R), une matrice réelle symétrique. On dit que A est positive si pour tout X € M, ;(R), XTAX > 0.
II.A -

Q 13.  Montrer que si (A, pu) € R+% et si A et B sont des matrices symétriques positives de M, (R) alors
AA 4 B est une matrice symétrique positive.

Q 14. Montrer que si A est une matrice symétrique positive, alors AT 1’est aussi.

II.B - On considére une matrice symétrique positive A de M, (R).

Q 15.  Justifier qu'il existe une matrice P € O,,(R) et des réels Ay, ..., A, tels que
A = Pdiag(\,...,\,)PT
Q 16.  On considere i € {1,...,n} et un vecteur propre X; € M, ;(R) de A associé a \;. Montrer que
AIXIP = X,TAXi

Q 17.  En déduire que les valeurs propres Ay, ..., A, de A sont toutes positives.

a

Q 18. SoitA:(b

ZC)) une matrice symétrique positive de M,(R). Montrer que a + ¢ > 0 et ac — b* > 0.

II.C - Réciproquement, on considére une matrice symétrique A de M, (R) dont toutes les valeurs propres
sont positives. Il existe alors une matrice P € O, (R) et des réels positifs A, ..., A, tels que

A = Pdiag()\, ..., \,) P

19. On considére X € M, ;(R) et X’ = PTX. Onnote X’ = | : |, montrer que
n,1

XTAX = X" diag(A;, ..., )X =) Nal?
i=1

Q 20. En déduire que A est une matrice symétrique positive.
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Q 21.  Montrer que si A est une matrice symétrique de M, (R) alors A est symétrique positive si et seulement
si ses valeurs propres sont positives.

IL.D —  Soit A € M,(R).

Q 22. On suppose qu’il existe B € M, (R) telle que A = B" B. Montrer que A est symétrique positive.

p,71(
Q 23. Réciproquement, on suppose que A est une matrice symétrique positive. En utilisant la sous-partie I11.B,
montrer qu’il existe une matrice B € M ,(R) telle que A = B B.

ITI Produits de Kronecker

Soient n, n’, p, p’, des entiers > 1. Pour A = (a; ;)1<;<pi<jcn’ € My (R) et B € M, (R), on définit le produit
de Kronecker (ou produit tensoriel) de A et B noté A ® B par

a.,B - a,B
A® B = :
n,n’B

a’n,lB e a
Par exemple danslecasn=n"=p=p’ =2ona

a) & a1,15 (w184 a9
<a1,1 a1,2>®(04 5): ay 17 a1,15 Q27 a1,25
Qg1 Qoo v 9 Uy 1 A9 1 Aya  a9,f3

QAo 17 a2,15 Qg 97y a2,25

s (1 2 (1 -1 (1 (1
III.A - Onc0ns1dereA(2 4),B<_1 1>,X(2>etY(_l>.

Q 24. Calculer AQ Bet X QY.
Q 25.  Justifier sans calcul que la matrice A ® B est diagonalisable.

Q 26. Vérifier que X est un vecteur propre de A, que Y est un vecteur propre de B et que X ® Y est un
vecteur propre de A ® B.

II1.B — Dans cette sous-partie uniquement, on énonce des propriétés vraies pour tous n,n’,p,p’ € N*, et
on demande de faire les preuves seulement dans le cas oun=n"=p=p = 2.

Q27. SiaeR AeM,, (R),A eM,, (R)et BeM,,(R) montrer que
(atA+A)®B=aA®B+ A" ®B (II1.1)

Dans la suite du probléme, on admettra que si de plus B’ € M, ,(R) alors
A®(aB+B)=aA®B+A® B (I11.2)
Q28. SiAdeM,,(R)et Be M,,(R) montrer que (A® B)" = AT @ B". En déduire que si A € M, (R)

et B € M ,(R) sont symétriques alors A ® B est symétrique.
Q 29.  Pour toutes matrices A € M, (R) et B € M ,(R) démontrer que tr(A ® B) = tr(A) tr(B).

Dans la suite du probleme, on admettra que si A € M, (R), A" € M, ,..(R), B€ M, ,(R) et B" € M, ,.(R)

alors o
(AR B)(A’® B') = (AA") ® (BB’) (I11.3)

III.C - On revient au cas général ol n est un entier naturel non nul et on considere A € M, (R), A une
valeur propre de A et X € M, ;(R) un vecteur propre de A associé¢e a A\, B € M ,(R), u une valeur propre de B
et Y € M, (R) un vecteur propre de B associée a pu.

Q 30. Montrer que X ® Y est un vecteur propre de A ® B et que A\ est une valeur propre de A ® B.

Q 31. SiA,Be M,(R)sont des matrices symétriques positives montrer que A® B est une matrice symétrique
positive de M ,»(R). On pourra utiliser les résultats des questions 22 et 23 ainsi que 1’égalité (II1.3).

II1.D - On considére la base (Ez('?>1<i,j<n de M, (R). On pourra aussi utiliser la base (Egj}z))lg,‘j@z de
M, (R).
Q 32.  On suppose dans cette question que n = 2. Calculer E@ ® E(Zzi et plus généralement les 16 produits

tensoriels EZ(QJ) ® Eﬁfl) .

Q 33. Sii,j,k,l € N* exprimer EST;) ® E;:’l) en fonctions d’éléments de la base canonique de M (R).
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On admet dans la suite du probléme que la famille des n* produits tensoriels (EET;) ®E,(:l)) pour (i, j,k,1) € [1,n]*

est une base de M, »(R).
On note 7, 'endomorphisme de M, (R) vérifiant V (i, j, k,1) € [1,n]* TQ(EEZ) ® E]({”Z)) = EE’;) ® (EEC”Z))T

Q 34. Montrer que V(A, B) € (]V[n([R))Q, (A® B)=A® B'.

III.E — Application aux entiers algébriques

On dit qu'un nombre complexe a € C est un entier algébrique s’il est racine d’'un polynéme unitaire P a
coefficients dans Z, c’est-a-dire tel que P(«) = 0.

Q 35. Démontrer que tout élément o € Z est un entier algébrique.

Q 36. Montrer que i et V/2 sont des entiers algébriques.

Q 37. Prouver que le nombre d’or ¢ = est un entier algébrique.

On admet que le polyndéme caractéristique d’une matrice a coefficients dans Z est lui-méme a coefficients dans Z.

Q 38.  En utilisant la sous-partie I.D et la question 30, montrer que le produit a5 de deux entiers algébriques
« et [ est un entier algébrique.

IV Etats quantiques de Werner

Dans cette partie, on étudie certains états quantiques introduits par le physicien Reinhard Werner en 1989.
Chaque état de Werner représente I'état quantique d’un systéme a deux particules. Actuellement, ces thémes
sont au ceeur de la physique contemporaine et font 'objet d’intenses recherches.

Soit N > 1 un entier. On dit qu’une matrice A € M, (R) est un état quantique de M, (R) si tr(4) =1 et si A est
une matrice symétrique positive. On note Qp l'ensemble des états quantiques de M, (R) (c’est-a-dire I’ensemble
des matrices symétriques positives de trace 1 de M, (R)).

Q 39. Si(A,B) € (Qy)? montrer que Vt € [0,1], tA+(1—t)B € Q. On dit que 9 est un ensemble convexe.

Q 40. On suppose que m est un entier naturel non nul. Montrer que si, Vi € [1,m], 4, € Q,, B, € Q,,
m m

p; € RT et si Zpi =1 alors ZpiAi ® B, € O,».
i=1 i=1

Un état quantique C' € 9, est dit séparable si on peut ’écrire sous la forme

m

C= ZpiAi ® B,
i=1
m
pour un certain entier naturel m, des états quantiques A; et B; de O, et des réels p;, > 0 vérifiant Z p; =1
i=1
Q 41. Montrer que si un état C de O, est séparable alors la matrice 7,(C) est symétrique positive (’appli-
cation 7, a été définie dans la sous-partie IIL.D).

On définit la matrice ligne W de M ,»(R) par

1,n)

1 Q=) o
U= E E
\/ﬁ ; 1, ® 1,0

Q 42. Calculer le produit UV,
Q 43. Montrer que UV est un état quantique de M, (R).

On suppose dans la suite que n = 2.
Q 44. Préciser la matrice UT¥ de M, (R).

1
Soit 0 < p < 1. On définit la matrice W, = p¥ ' ¥ + (1 —p)ZI4.
Q 45.  Montrer que W), est un état quantique de M 4(R). On l'appelle état quantique de Werner.
Q 46.  Expliciter la matrice W,,.

Q 47.  Expliciter la matrice 7,(W,) de M ,(R) et calculer ses valeurs propres.

Q 48. En utilisant la question 41, démontrer qu’il existe un intervalle I inclus dans [0, 1] tel que Vp € I, w,
n’est pas séparable.

Ce résultat traduit que, pour les valeurs de p dans cet intervalle, I’état quantique des deux particules est global,
on ne peut pas le décrire en séparant les particules I'une de I'autre.

oo e[ [Ne oo
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