CENTRALE « SUPELEC Corrigé de I'épreuve de Mathématiques 2 2019 - Filiere TSI

I Matrices compagnons

X 0 2 X-1 X-1 X-1 1 1 1
Ql. y4X)=| -1 X -1 L1<—L:rLg+L3 -1 X -1 [=X-D| -1 X -1
0 -1 X-2 0 -1 X-2 0 -1 X-2
1 0 0

= X-1] -1 X+1 -1 = (X-1)(X+1)(X-2); donc le polyndme caracté-
C2—C2-C,,C3—C5—C; 0 0 X—2

ristique de A est:

2400 = (X+ DX -1)(X -2)]
Q 2. Le polynome caractéristique de A est scindé a racines simples sur R, donc, par théoreme,
A est diagonalisable dans .#3(R) avec D = diag(-1,1,2)

Déterminons les sous-espaces propres de A et donc une base de vecteurs propres :

-1 0 2 1 0 2 2
E_;=Ker(A+Iz)=Ker|-1 -1 -1|=Ker[ 0 -1 -3]|=Vect (—3)

0o -1 -3 0o -1 -3 1
1 0 2 1 0 2 -2
E;=Ker(A-I)=Ker[-1 1 -1|=Ker|0 1 1[=Vect (—1)
0o -1 -1 01 1 1
2 0 2 1 0 1 -1
E;=Ker(A-2I3)=Ker|-1 2 -—1|=Ker[0 4 0|=Vect ( 0 )
0 1 0 0 -1 0 1
2 -2 -1
Onauradonc A=PDP~! =P diag(-1,1,2) P"!;avec|P=|-3 -1 0
1 1 1
X 0 -1
Q3. ypg(X)=| -1 X 3 ; un calcul similaire a Q1. donne XB(X)Z(X—1)3
0 -1 X-3
1 0 -1 1 0 -1 1
E;=Ker(A-I)=Ker|-1 1 3 [=Ker|0 1 2 [=]|Vect (—2)
o -1 -2 01 2 1

Q 4. Le polyndme caractéristique de B est scindé sur R, donc ’ B est trigonalisable dans .43 (R) ‘
B possede une seule valeur propre de multiplicité 3, or le sous-espace propre associé est de dimension
1 < 3, donc| B n’est par diagonalisable dans .3 (R) ‘

0 1)\/(x 0 1+x -1

Q5. Bro=|1 0 -3||y|=|x|etrn+va=|-2+y|doncBr,=v,+1v, & vz_(l
1 3)/)\0 y 1 0

0 0 1)\/(z 0 -1+z 1

Q6. Bus=|1 0 -3||t|=|z]|etvo+v3=]| 1+t |doncBvs=1v2+v3 © |v3=]0
01 3/J\0 t 0 0

Q7. Tout d’abord la famille (vl, vy, v3) est bien une base de R3 car les vecteurs sont échelonnés.
Ensuite, d’apres Q3. Q5. et Q6.; Bvy = v1, Bvy = v + V2 et Bug = vy + Us;

1 10
donc dans cette base la matrice semblablea Best T=({0 1 1].
0 0 1
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D’apres la formule de changement de base : B= RTR™! avec R la matrice de changement de base, soit :

1 -1 1
R=|-2 1 0]|=Mat(vy,vs,v3)
1 0 0
Q 8. Montrons par récurrence sur p que ¢ (X) = xp(X) = XP - apo_l ——mX—a;

o initialisation : C(a1) = (a1) et yc = x1 = X — a1 ; 1]a propriété est initialisée;
o hérédité : supposons la propriété vraie pour un entier p;

X 0 --- 0 —a; X 0 --- 0 —a;
-1 X o0 -- —ap -1 X 0 - —ap
X)=| 0 . .0 : = 0 . .0
Xp+1(X) CporCytCpor |
: . X —ap o . X X-ap
0 - 0 -1 X-apy 0 - 0 -1 X-ap-—1
en développant par rapport a la derniére ligne, il vient :
X 0 - -aq X 0 - 0
-1 X —ay -1 X
Xp+1(X) =—(=DPD=1 . +(X - aps-1)
\—,—J . . . .
R . . . . . . . 0
0 - -1 X-a o - -1 X
XX triangllaire
par hypothese de récurrence, on obtient :
Xpr1 (X)) =XP—ap,XP ' = — @ X — a1+ XP(X - ap1 - 1)
=XP—apXP = — @ X —ay + XP - ap XP - XP
= XP+l_ ap1XP —---—a, X — ay etla propriété est héréditaire;
o conclusion : on a montré par récurrence que | y¢(X) = X” — apo_l ——mX—-a
-1 0 0 aq 1 -1 0 ay
1 -2 0 - a 0 Y 0 :
Q9. C-AI, = 0 .. 0 : ~ : ] ap1 ; cette matrice possede au
: . A ap o -~ 0 1 ap-A7
0 - 0 1 ap-2 -A 0 -+ 0 a

moins p — 1 pivots donc est de rang au moins p — 1; ainsi|rg(C— AI,) = p—1

Un sous-espace propre de C peut étre défini par Ker (C — /Up), ou A est une valeur propre de C.
On applique le théoréme du rang a la matrice C — A1, : dimR? = dimIm (C — A1,) + dimKer (C — A1,); et
donc dimKer (C—AI,) = p—rg(C - Al,); avecrg(C — AI,) = p—1; on obtient dimKer (C - A1) < 1;

or on sait que si A est valeur propre de C alors dimKer (C—A1,) =1; on a donc|dimKer (C - A1,) =1

Q10. o Sile polynéme caractéristique de C est scindé a racines simples, alors C est diagonalisable, par théo-
reme.

e Réciproquement, supposons que C est diagonalisable; le polyndme est scindé et la dimension de
chaque sous-espace propre est égale a la multiplicité des valeurs propres. Or on a montré a la question
précédente que chaque sous-espace propre est de dimension 1, donc chaque valeur propre est de
multiplicité 1, c’est-a-dire que toutes les racines du polynéme caractéristique sont simples.

En conclusion, on a montré

C est diagonalisable <= son polyndéme caractéristique est scindé a racines simples

Q11. Soit P unitaire de degré p, il existe un unique p—uplet (A9, A1,...,Ap—1) telque P = X’7+7L,g_1X""1 +-+Ap
P peuts'écrire P = XP — (=Ap_)XP = = (=) X - (-A0);
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P est donc le polynome caractéristique de C(— Ao, = A1, ..., ~Ap-1)

Q12. e« SiQ estle polyndme caractéristique d'une matrice, alors Q est unitaire.
» Réciproquement, soit Q un polynéme unitaire; alors, d’apres la question précédente, Q est le poly-
néme caractéristique d’'une matrice C.
En conclusion, on a montré que :

’ Q estle polyndme caractéristique d'une matrice <= Q est unitaire

II Matrices symétriques positives

Q 13. Considérons A et B des matrices symétriques positives, (A, u) € R** et X € 4,1 (R).
. (2A+ ,uB)T =AAT + uBT = A A+ uB; donc A A + uB est symétrique.
o XT (AA+uB)X =1 XTAX + u XTBX = 0 comme somme de termes positifs ou nuls, donc AA + uB est
positive. Conclusion :
’ A A+ uB est une matrice symétrique positive

Q 14. Tout d’abord, il est clair que si A est symétrique alors AT 'est aussi.
Soit X € M) (R); XTATX = XT(XTA)" = (XTAX)T > 0; donc

si A est symétrique positive, alors AT I'est aussi

Q 15. A est symétrique réelle, donc, d’apres le théoréme spectral, A est diagonalisable dans une base ortho-
normée de vecteurs propres; c’est-a-dire qu’il existe P € O, (R) et des réels 1, ..., 1, tels que

A= Pdiag(M,..., 1) PT

Q 16. Soit X; un vecteur propre associé a la valeur propre 1;, alors AX; = 1; X;.

Onadonc: Xl.TAXi = AiX;in; soit Xl-TAX,- = A 1X; &

Q 17. Soit A; une valeur propre de A, alors A;[| X;[|> = X' AX;; or A est une matrice positive, donc X! AX; = 0;
p p i p 1

de plus X; est un vecteur propre donc n’est pas nul et par séparation || X;[|> #0; et ainsi A; = 0;

’ les valeurs propres de A sont toutes positives

Q 18. La matrice A= ( Z

lC] ) est semblable a ( }t)l 0 ), ol 1; et A, sont les valeurs propres de A.

A2
a+c= /11 + /12 .
ac — b2 = /11/12 ’
ala question précédente, on a montré que les valeurs propres de A sont positives; donc

On sait que deux matrices semblables ont méme trace et méme déterminant, donc {

la+c>0etac—F >0

Q 19. Soit A une matrice symétrique.
XTAX = X" Pdiag(A,, .., A,)PT X = (PTX)" diag(Ay,..., Ap) PTX = X' diag(Ay, ..., 1)) X’
Ao 0 (] A x) ,
de plus X" diag(A1,..,Ap) X' = (x] -+ x,)| ¢ .. = x| s [= X AP
i=1

0o - )\, Apx,

p
xTAX = x" diag(Ay,...,Ap) X' =) A;x?
i=1

p p
Q20. XTAX = Z /lix;.Z ; or les valeurs propres de A sont positives; donc Z /lixi-z = 0 comme somme de termes
i=1 i=1
positifs, et, ainsi XT AX = 0 ce qui signifie que | A est une matrice symétrique positive
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Q21. e« D’aprésQ17.si A est symétrique positive, alors les valeurs propres sont positives.

o D’apres Q20. si A et symétrique et que ses valeurs propres sont positives, alors A est symétrique posi-
tive.

Conclusion : pour une matrice A symétrique;

’ A est symétrique positive < ses valeurs propres sont positives

Q22. Onsuppose que A= B'B.
o AT=(B"B)" = BT(B")" = BTB = A et donc A est symétrique.
e Soit X € .4, (R). XTAX = X"BTBX = (BX)"BX = | BX||? > 0 et donc A est positive.

Conclusion : | s'il existe B € .4, (R) telle que A = BT B, alors A est symétrique positive

Q 23. Soit A une matrice symétrique positive, alors il existe des réels positifs A1,..., A, et P € O,(R) tels que

A=P diag(h, .. A) P" = P diag(v/A1,....\ /4, diag(v/A1, .. /2, PT
= (diag(V/A1,..../2p) PT)Tdiag(\//l_,..., VAp)PT=B"B

donc il existe B = diag(\//l yeeer A //lp) PTe 4, telle que A= BTB

III Produits de Kronecker

1 -1 2 =2 1
-1 1 -2 2 -
Q24. |A®B= 9 _2 4 _4 et| X®Y = 5
-2 2 -4 4 -2

Q 25. A® B estune matrice symétrique réelle donc ’ A® B est diagonalisable ‘

aao ey D0l + o )L

1 -1 2 =2)(1 10 1

-1 1 -2 2]||-1 -10 -1
(AeB)(Xe®Y)= s —o 4 —all 2|7 20 [F10] ,| ; donc

-2 2 -4 4 ]\-2 =20 =2

’ X, Y et X ® Y sont vecteurs propres respectifs de A, B et A® B associés aux valeurs propres 5, 2 et 10

Q 27. Effectuons les calculs par blocs en ne détaillant que pour un bloc :

(@an +ay)x (ean+ay))y |

aan+a,, aap+a X
(aA+A)eB=|""17"1 127%M2) 7= (@an +ai)z  (aan +ap)t
aax +a, Qaax+d, z t ‘

aanx+apx aany+a,y
=| a@anz+ajz aant+apt

! !
anx any | apx any | .
=a| anz ant +| apz ajt

(¢A+A)eB=aA®B+A'®B

; donc on a bien :
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T ana any axna axny
Q28. - (A®B)T _ ((6111 6112) ® (a ﬁ)) _|aupf and anp and
ax axp) \y O appa  apy ap@ apy
a2 aid  axpf axd
ana any axna axny
a a a a a1 a a»n o
. AT®BT:( 1 21)@( Y) _| @b an 2p an ; donc on a bien :
aip axp) \Bp O appa  apy apa@  apy

a2 aid axpf axd

(AeB)' = ATe B"

Si A et B sont symétriques, alors AT=Aet BT =B,donc AT BT = A®B; or AT® BT = (A ® B)T; donc
(A® B)T =A®B et’ A® B est symétrique ‘

o tr(A®B)=ajia+ a1+ axpa+ ar»d
o tr(A)tr(B) = (an +azx)(a+6)=ana+ad+apa+and

Q29. ; donc:|tr(A® B) = tr(A)tr(B) |

Q 30. Soient X et Y vecteurs propres respectifs de A et B associés aux valeurs propres respectives A et p.
Tout d’abord, comme X et Y ne sont pas nuls, X ® Y n’est pas le vecteur nul.

Ensuite, (A® B)(X®Y) = (AX)®(BY) = (AX)e(uY)=AuX®Y ;etdonc
d’apres I11.3 par définition

’ X ®Y estvecteur propre de A® B associé a la valeur propre Au ‘

Q 31. Soient A et B deux matrices symétriques positives.
D’apres Q23. il existe des matrices E et F de .4, (R) telles que A= E'Eet B=F'F.

T
Alors, A® B=(E"E)® (F'F) Faprmis (E'e F')(E®F) Caprie 028 (E®F) (E®F)

Il existe donc G = E® F € /2 (R) telle que A® B = G'G; d’apres Q22. : ’ A® B est symétrique positive

0 0 0 0

o . L2 @ (0 1 0 0)_ 0 0 1 0 @)

Q 32. Détaillons le premier calcul: ), ® E;") = (0 0) ® (1 ol =100 0o |7 Eys
0 o0 0 0

Des calculs similaires permettent de remplir le tableau des produits A® B suivant :

B

@ @ @ @

A EL] E&Z EéJ Eéz
@ @ @ @ 0)
‘ELI E&J E&Q EéJ Eél
@ @ @ @ @
'ELZ E&B E&A Eéﬁ EéA
@ @ @ @ @
EEJ EéJ EéQ E;J Ezl
@ @ @ @ @
Eéz Eéﬁ EéA E43 E;A

Q 33. Raisonnons par blocs : la matrice El(”]) ® E,(C"l) est une matrice constituée de n? blocs tous nuls sauf celui

(n),

el on adonc

de coordonnées (i, j) qui contient E

(n) (n) _ p(n?)
L O =BGy rkn(-1)+1

Q34. Soient A et B des matrices de .#,(R),; onpose: A= ) Ai,jEl(f}) etB= ,Uk,lE;:ll)-
1<i,jsn 1<k,l<n

Alors:A®B:( Yy A EV"

)
L
1<i,jsn J

® ( uk,zE,‘c’f}) = Y AijuE]) e E]]
1<k,l<n

1<i,j,k,lsn
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T2 est linéaire, donc TZ(A®B) = Z Aiyj,l,tk_ng(Elg'n.) ® El(cnl)) = Z Ai,jﬂk,lEl('le) ® (E](Cnl))T

1<i,j,k,Isn 1<i,j,k,Isn
T
) T _ (n) m| _ (n) (m\T
D’autre part A® B —( > AijE" ( > 'uklek,l) ( > AijE; ) ( > 'ukrl(Ek,l)
1<i,jsn 1<k,l<n 1<i,jsn 1<k,l<n

soit:A@BT:1 .Zkl Ai,jyk,lElFf})@(E,(C;) ;onbien:|7,(A® B)= A®B'
<i,j,k,lsn

Q 35. Soit a € Z; alors a est racine de X — &, qui est un polyndme unitaire a ccefficients dans Z. Donc :

’ a € Z est un entier algébrique ‘

Q36. Les nombres i et v/2 sont racines respectives de X? + 1 et X? — 2, deux polynémes unitaires a ccefficients
entiers; donc:

i et v/2 sont des entiers algébriques

1+
Q37. Lenombred’or ¢ = estracine de X2 — X — 1 et donc

’ @ est un entier algébrique

Q 38. Soient a et § deux entiers algébriques, alors, par définition, il existe deux polynémes unitaires a coeffi-
cients dans Z, P et Q tels que P(a) = Q(B) =
P et Q étant unitaires, d’apres Q11 et Q12. ils peuvent étre considérés comme polyndmes caractéristiques
de deux matrices compagnons A et B a ceefficients entiers. Ainsi, a est une valeur propre de A et f est
une valeur propre de B.
D’apres Q30. on en déduit que af est valeur propre de A ® B, matrice a ccefficients entiers; et donc a3
est racine du polynome caractéristique de A® B.
D’apres Q12. on déduit que ce polynome est unitaire et, d’apres le résultat admis dans I'’énoncé, on déduit
que ce polynéme est a ccefficients entiers; donc :

’ af est entier algébrique

IV Etats quantiques de Werner

Q 39. Soient A et B deux matrices de 2,, c’est-a-dire symétriques positives et de trace égale a 1, ¢ € [0,1] et
Xe My ([R).
e (tA+0-0B)" =tAT+(1 - BT = tA+(1 - )B; donc tA+ (1 - 1)B est symétrique.
o X'(tA+(1-0B)X=tX"AX+(1- 1) X'BX =0 comme somme de termes positifs; donc tA+ (1 - 1)B
est positive.
o tr(tA+(1-0B)=ttr(A+ Q- tr(B)=t+1-r=1.Donc:
tA+(1-1)Be2,]

Q40. e« Pourtoutice [l,m], A; € 2, et B € 2,, donc A; et B; sont symétriques positives et, d’aprés Q31.
m

A; ® B; est symétrique positive. On en déduit d’apres Q13. que Z piA; ® B; est symétrique positive.
i=1

m m
t A;®B = tr|A; ® B; tr(A)tr(B;) = =1
* 1‘(; pi )hneantedelatrace;pl r( )dapreSQ29zplhf—'r( )W—r( 1= z—zlpl
=1 =1

m
Z piAi ® B; € an
i=1

m
41. 7,(C) = A; ® B A; ®B; = A;®B};
Q (0} =1 (;pl ! )parhnearlte Z plTZ( ! )dapres Q34. ; Z pisi !
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Q42.

Q43.

Q44.

Q45.

Q 46.

Q47.

TZ(WP

Le

1+p Ty 1+p T
)= (ER e (B2 + ERy 0 (E)")+ == (E<2 (ER)" + EQ o (X)) + 5 (B @ (ED)" + ER o (£

or Vi € [1,m], A; et B; sont symétriques positives, donc, d’apres Q14. Bl.T I'est aussi, et par suite A; ® Bl.T
également. Donc:

‘ 72(C) est symétrique positive. ‘

n 1 T 1 n
Tout d’abord W7 = ( (1n) g E(lt”)) (E(l ”)) (E(lt")) =—Y gV E("1
; Li dapres Q28. \/_ Z Li \/ﬁ l:Zi i1
1[& 1
Ty — (n,1) (n,1) (1,n) 1, n) n,1) (n D (1,n) (1,n)
vy =—| Y o E] ZE o E Y (B eEn) (B 0B
i=1 j=1 1<ij<n
_ 1 y (Egn,l)E 1,'n)) ® (E('nl g0 n)) y E(n) ®E(n)
d’apres Q29. 1 1<i,j<n Bl Lj bl I’l 1<i,j<n
- Ly gy
d’apres Q33. | 11 1<i,j<n n(i-D+i,n(j=1)+]
o Tout d’abord, d’apreés Q22., on en déduit que W1 est symétrique positive.

o tr(PY) = 1 Yoot (E’({(ll) i 1)+]) or tr(E](c’flz)) =0sik#let tr(E,(C’,l;)) =1; dans la somme, ily a

1<i,j<n

donc 7 termes non nuls, et ainsi tr(¥1¥) = 1.

YT est un état quantique de 2 (R)

D'apres Q42. sin =2, alors WTW = = (B + E{Y) + E{) + B} ) =

1
2

p—
—_— O O
o O O O
o O o O
= o O =~

1 1
Soit p € [0,1]; YTy e 9, et 4_114 € 24, de plus 24 est convexe, donc:| W), = p\I’T‘I’ +(1- p)ZI4 €9y

100 1 1000 [(22 0o o 2
wo_Plo 00 of 1-pfo 1 0 o0f [Jo = 0o o0
P=210 0 0 0 4 oo 10| fJ]o o 2 o

p l+p

1001 000 1 b9 o L2

1+p
Wp_4(

—F E{4{+E§4;)+1 (E(4)+E(4)+Z (B + B

1+ 4
— 2 (2) (2) (2) E@ (2) (2 (2) (2 (2) 2
a1 (EQ 0 B + B 0 B + —+ ( Ve B+ EQy o B )+ 7 (ER) o B + By 0 E())
P 2)

_1tr(e (2) 2) @), 1tP @, 7@ o 5@, P (5@ o p@ . 5@ o 5@
(E% o 2 + ED o B3 + T(E1 o Efy + B e B+ = (B @ B + B o L)

4

_1+p 4 | @ P(r@ , @), P(r@® |, n@®) ...
=— - (e E4’4)+T(E2 +ES) + 2 (B + B3] soit:
2o 0o o0

1-p p
o —=£ £ 0

TZ(WP): 4p lgp
0 3 = lfp
0 0 0

polynome caractéristique de cette matrice est :
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X(X)

0 0 0 1 1 1 1
1-p P _l-p _r
X—pT —?_p 0 :(X—p+1)0 X p4 %_p 0
0 o x-= 0 0 0o x-22
_lp _p 2 1-p P
X p4 %_p 0 :(X—p+l) X—pT —?_p
2 X-7 0 4 -z X-7
0 o x-=t
2 2 2 2
1- +1 1- 1-
(e e o
4 4 4 4 2 4 2
3
1-3
C—
4
1+ 1-3
Les valeurs propres de 72(W),) sont donc : 4}9 et — p

Q 48. Tout d’abord on constate que Tz(Wp) est une matrice symétrique.

Ensuite, d’apres Q21. une matrice est symétrique positive si et seulement si ses valeurs propres sont po-
sitives. Orsi p € ] %, 1], alors la valeur propre % est négative.

Ainsi Vp € ]3,1] < [0,1], la matrice 7,(W),) n’est pas symétrique positive.

En utilisant la contraposée de la proposition démontrée a la question Q41., il vient :

Vpe]i 1] <[0,1], I'état quantique W), n'est pas séparable
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