L. Dietrich et S. Billouet

CORRIGE DE L'EPREUVE CENTRALE PSI 1 2023 DU 09/05/2023

1. Notons déja que le produit est bien défini, toutes les matrices étant de taille n x n. Notons
N =Mrg(g), M=M.r(f), P=DMg(gof)
1l s’agit de montrer que P = N M. Pour ¢a nommons les vecteurs des bases
e=(Ul,...,up), F=W1...,0n), G=(wy,...,wn)
D’une part, pour tout j € [1,n],
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D’autre part par définition de P on a pour tout j € [1, p],
n
i) = Pjw
k=1

Ainsi par unicité de la décomposition dans G on récupeére pour tout j € [1,n], pour tout ¢ € [1,n],
n
Pij =Y NipMy;
k=1

ce qui est la définition de
P=NM

2. Grace a la question précédente il suffit de prendre
P = M. g(idrn),Q = Mr(idgn)

[Mais faut-il préciser pourquoi ces matrices sont bien inversibles ?]

3. Par récurrence sur k € N. C’est vrai pour k = 0 car M°X = I, X = X = A\’ X. Supposons le résultat pour
un k € Nfixé. Alors MF X = MM*FX = MAFX = AFMX = AFAX = M+1X, On conclut par principe
de récurrence. L’avant-derniere égalité est justifiée par le fait que \ est valeur propre de M associée a X.



4. Soit IT = Y27 _; ax X" € R[X] annulateur de M et A\ € Spg(M). On a alors
T
O./\/ln((C) = Z akMk
k=0

On multiplie a droite par un vecteur propre Y associé a A et on obtient

T T T
Ogr = > apM*Y =Y apA'Y = (Z ak)\k> Y
k=0 k=0

k=0

Comme Y # 0 on obtient bien que II(\) = 0.

5. C’est une conséquence directe de la bilinéarité du produit matriciel : la multiplication par A a gauche est une
opération linéaire.

6. Soit A € GL,,(R). Par le cours, on sait que le rang d’une application linéaire est invariant par composition
par un isomorphisme. Pour obtenir le résultat demandé, il suffit de passer aux applications linéaires canoni-
quement associées. Notons f I'application linéaire canoniquement associée a A et u celle associée a M. On
sait alors que f est un isomorphisme ce qui donne

rg (f ou) = rg(u)

donc
rg(AM) = rg(M)

7. + Linéarité : soit A, B € M, (R),et \,x € R.Ona

Iaatus = (M = (A + uB) M)
— (M — \AM + uBM)
=AM w— AM) + p (M — BM)
=4+ ul'B

anouveau par bilinéarité du produit matriciel.

* Injectivité : pour tout A € M, (R),
=0 VM eM,R), AM=0 < A=0

Pour la derniére équivalence, le sens <= est immédiat et le sens = est obtenu en choisissant M = I,,.

8. Par récurrence sur k € N. C’est vrai pour k = 0 car ' yo = I'y, = idp, (r) = (I'a)”. Supposons le résultat
pour un entier k € N fixé. Alors

T pee1 = (M — AN
= (M — A(AFM))
=T 40T 4
=T40('4)* parhypothése de récurence

— (FA)k:—H

On conclut par principe de récurrence.

9. La question précédente montre que cette relation est vraie pour tout monéme II. La linéarité de I" permet
d’étendre le résulat a toute combinaison linéaire de mondmes, c’est-a-dire a tout polynéme.

10. Supposons A diagonalisable. Alors elle admet un polynéme annulateur scindé a racines simples P.On a alors
P(La) =Tpay = Loy, @ = Oc(m,(r)) donc P annule I'y donc I'4 est aussi diagonalisable. Réciproque-
ment si I'4 est diagonalisable, alors il admet un polynéme annulateur @) scindé a racines simples et alors
Loa) = Q(Ta) = Oz, (r)) donc par injectivité de I', on a Q(A) = 0 donc A est diagonalisable.
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On utilise les deux calculs de la question précédente en remplacant P par x4 et @ par xr, et on utilise le
théoréme de Cailey-Hamilton.

On procede par double inclusion.

« Spe(Ta) C Spe(A) :si A € C est valeur propre de I' 4 alors par 4. elle est racine de tout polyndme
annulateur de I" 4, en particulier, par la question précédente, de x 4, et donc valeur propre de A.

« Spc(T4) D Spe(A) :si A € C est valeur propre de A alors par 4. elle est racine de tout polyndéme
annulateur de A, en particulier, par la question précédente, de xr ,, et donc valeur propre de I 4.

Soit (©,0’) € (L1 U L3)?. Suppsons pour commencer que © € L1 et © € Ly. Onaalors © = Opg et
©' = Uy g pour certaines matrices inversibles P, Q, R, S € GL,(R). On a alors

Q0@ =M+ P(RM'S)Q = (PR)M'(SQ) = ¢Yprsg € L2
car PR et SQ sont inversibles comme produit de matrices inversibles. Les trois autres cas sont similaires,

selon ou non qu'il y ait transposition, on retombera toujours dans £; ou Ls.

On constate que
Ppgo®p-1g-1=(M— P(PTTMQ Q) = (M — M) =idpy, )

ce qui prouve (pour un endomorphisme en dimension finie, I'inversibilité d’un seul c6té suffit a étre inver-
sible) que
® p o est un automorphisme et sa réciproque est ® p-1 o1
PQ P=1Q

De méme

UpooUpiga=(M—PP'M'QNQ)=M—-M)=T

or 7 est un automorphisme de réciproque lui-méme donc

si pg est un automorphisme et sa réciproque est 7 o ¥ pP-1,0-1

Cf. 6, la composition a gauche mais aussi a droite, par un isomorphisme, préserve le rang. 1l suffit donc de
reprendre la démonstration en 6. et de composer en plus a droite par I'isomorphisme canoniquement associé
a @, et éventuellement par la transposition, qui est aussi un isomorphisme.
Comme pour tout M € M, (R), det(M ") = det(M), alors det(PM Q) = det(P)det(M)det(Q) =
det(M) si et seulement si det(P)det(Q)) = 1. De méme pour det(PM Q). On propose donc la condition
nécéssaire et suffisante

det(PQ) =1

Pour tout M € M, (R), PM P! est semblable & M et de PM " P~ a M " donc & M. Toutes ces matrices
ont donc méme polyndéme caractéristique, ce qui prouve que ¢ p,p-1 et ¥pp-1 conservent le polyndéme ca-
ractéristique.

T =y, 1, € Lo.Enrevanche T ¢ Ly car si c’était le cas il existerait P, ) € GL, (R) telles que pour tout
M e M, (R),
PMQ=M"

donc en prenant M = I,, on obtient Q@ = P~! donc
VM € M,(R), PMP ' =M"

Prenons M = Ej; (matrice élémentaire). On obtient alors PE;; = Ej 2P. On obtient donc pour tout
(i,5) € [1,n]?

(PE12)ij = (E21P)ij

Avec la formule du produit matriciel on obtient
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0sij#2
Pasij=2

Osii=#2

(P&ﬂ”_{ Pysii=2
isii=

. (ExnP)yj = {

Ceci prouve que Py = (E21P)2j = (PE12)2; = 0sij # 2.De méme Pj; = 0sii # 2.

On recommence avec M = Ej; cette fois pour obtenir que P;; = 0sii # let Pjj = 0sij # 1,en
particulier Po; = Pj2 = 0. On vient de prouver que la premiére ligne et la premiére colonne de P sont
nulles. C’est impossible car P est supposée inversible.

Supposons par I'absurde qu’il existe f € £1 N Lo. Alors il existe P, Q, R, S € GL,,(R) telles que pour tout
M e M,(R),
PMQ=RM'"S™!

donc

M" =R'PMQS
ce qui prouverait que 7 = ®p-1p g € L1 ce qui est impossible par la question précédente.
Par construction, Mg 5/ (f) = Ip.

Notons que sous 'hypothése de I'énoncé, Vect (e, - - - , e) est (par construction) un supplémentaire de ker( f).
Soit A1, - -+, A\, des scalaires tels que

k
> Xif(ei) =0
i=1
Notons qu’alors par linéarité de f on a

k
f (Z )\iez) =0
=1

ce qui prouve que le vecteur S-¥ | \;e; est dans le noyau de f. Mais par ailleurs, il est dans Vect(ey, - - - , ez,)
qui est un supplémentaire dudit noyau. Ce vecteur est donc nul, et par liberté de la famille (eq, - - - ,ex), les
scalaires \; sont tous nuls. C’est exactement ce qu’on voulait démontrer.

Notons qu’on a déja k < n, car k est la dimension d’'un sous-espace vectoriel de R™. Supposons que k = n.
Alors By = &, donc le noyau de f est nul. C’est en contradiction avec 'hypothese de I'énoncé. Donc k& < n.
Par construction, il s’agit de la matrice .J,, , définie juste apres (...).
Soit f I'application canoniquement associée a M de rang r € [0, n] (on notera B.,,, la base canonique de
R™). Distinguons trois cas :

+ Si f est nulle, M est nulle et n'importe quel couple (P, Q) de matrices inversibles convient.

» Si f estun isomorphisme, ce qui signifie que (f est un endomorphisme d’un espace de dimension finie)

ker(f) = {0} et r = n, la partie IlI-A montre qu’il existe deux bases B, B’ de R telles que Mp 5/ (f) =

I, = Jnn; d'aprés Q2, il existe deux matrices P, ()2 inversibles telles que J,, , = P>M @2, donc
M = q)pgl,le(Jn,n)-

« Enfin, si on n’est dans aucun des deux cas précédents, r € [|1,n — 1|] et on est dans la situation de
la partie III-B. Le résultat de Q23 donne alors deux bases B, B’ de R™ telles que Mg p/(f) = Jn,; 00
conclut pareillement en utilisant Q2.

Prenons une base
By = (U1, Us)

de R? avec U, un vecteur qui dirige Ker(A). Ceci existe car Ker(A) est une droite vectorielle, et donc dans
R? tout supplémentaire en est une droite vectorielle aussi. Prenons

By = (AU, Va)

avec V5, qui dirige Im(B). On a By qui est une base de R? car AU; € Im(A) et AUy # 0 car Uy & Ker(A)
(puisque (B1) est une base de R?) et V5 € Im(B), or Im(A) et Im(B) sont des droites vectorielles distinctes
donc (comme ce sont des droites) en somme directe, donc supplémentaires dans R2.

Alors en posant Q2 = Mp,,, B, (idg2) et P, = Mp, p.,, (idg2) (matrices de passage) on a le résultat désiré.
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Par construction, B = By, B = By, B} = B3, Bl = B,.Donc:

o O o=
o= O O
o O = O
— o O O

T est symétrique réelle; en vertu du théoreme spectral, elle est donc diagonalisable.

Supposons que 7 (M) = AM pour un scalaire A et une matrice non nulle M. En spécialisant sur les coef-
ficients, on trouve que m;; = Amy; pour tout i € [|1,n|] et m;; = Amy; pour i, j € [|1,n|] distincts, donc
m;; = A?m;j. Comme au moins un des coefficients de M est non nul, on trouve sur ce coefficient que \? = 1
donc que A\ € {1, —1}. Larecherche des sous-espaces propres se fait directement : par construction, le sous-
espace propre associé a 1 est 'espace des matrices symétriques et celui associé a —1 est celui des matrices
antisymétriques. (Ce raisonnement est valable y compris si n # 2.)

Calcul plus ou moins pénible a 'appui (il y a sGrement moyen de rendre ¢a facile), on trouve le résultat voulu

_ (€ 9) _
avecU = roh =Q.

Comme ® préserve le rang, on a notamment que I'image d’une matrice non nulle (donc de rang non nul) est
non nulle; ainsi, le noyau de ® est I'espace nul, ce qui ( est un endomorphisme d’un espace de dimension
finie) entraine que @ est bijectif, donc un automorphisme de Mz (R).

By et By sont de rang 1, leurs images par @ le sont donc aussi; By + By = I est de rang 2, son image est
donc également inversible. Les images de B; et de By sont distinctes, donc Q25 permet de conclure.

Comme &' (B;) = ((1) 8) alors C; = (1,0,0,0)". De méme C; = (0,0,c,3) .

®’ préserve le rang donc pour tout i € [1,4], rgB; = rgB; = 1 et en particulier B; est non-inversible, or
473 b;

. dl- et la nullité de son déterminant donne la relation désirée.
(A (A

B} + B) est de rang 1 (comme By + Bs) donc son déterminant est nul a savoir

par définition de C; ona B} =

14+as by

C2 d2 =0

ce qui donne
0= (14 ag)d2 — bacy = da

par la question précédente. De méme pour ds = 0 avec B + Bj non inversible.

En rassemblant toutes les informations connues sur M’ on a a ce stade

1a2a30
A
M_0003a
00 0 8

de plus M’ est inversible car ® est un automorphisme (composée d’automorphismes), donc det(M’) =
b3636 = b263d4 75 0.
BY,+ B est de rang 1 donc non inversible donc son déterminant est nul, ceci donne, en utilisant que bscs = 0,
que

azdy = bzcq

De méme le déterminant de B} + B, est nul ce qui donne

a2d4 — b264 =0
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Enfin, B] + BY + Bj + B} a aussi un déterminant nul (rang 1) ce qui donne
0= (14 a2+ as)ds — (ba +b3)(c3 + c4) = dg — (ba + b3)cs

Il reste a prouver que bs = 0 car on aura alors dy = bocs (deuxiéme relation demandée) puis par la premiére
relation on aura ag = 0 (car d4 # 0) donc la forme de matrice annoncée, et enfin on aura c4 = CLQ% = agc3
(bg 7é Oet b203 = d4).

as bs
C3 0
déterminant, a avoir —bzcg = 0, or on a montré c3 # 0.

On tire bg = 0 du fait que B} = a méme rang que Bs, a savoir 1, donc non inversible, donc son

Par ce qui vient d’étre fait on a

1 as 0 0

, [0 b 0 0
M= 0 0 C3 a2C3
0 0 0 bQC3

donc on reconnait une matrice de la forme par blocs
aU bU
cU dU

92 ce qui par la question 29 donne que @’ est dans £; et donc

0 be
® = ®p-1 o1 0  aussi par stabilité par composition de £, (cf la réponse a la question 13).
1 %1

aveca=1,b=c=0,d=c3etU =

Comme co # 0 et bocy = 0onaby = 0donc

1 a2 as 0
M 0 0 b3 O
0 co c3 ¢y
0 0 0 dy

En multipliant a gauche par T' (Q26) on a le résultat voulu.

Cette matrice est inversible en tant que matrice d’automorphisme, donc son déterminant est non-nul donc
b3C2d4 7'5 0

donc b3 # 0, or bgcs = 0 (fin de la Q34) donc ¢3 = 0.

On va exploiter les trois déterminants nuls comme en 36. Cependant nous n’avons plus ¢c; = 0, en revanche
nous avons c3 = 0. Ainsi

« det(B] 4+ B)) =0 = o Cf o Z‘Z fournit (en utilisant que bzcs = 0)
0 = aszdy — bscy
e det(By+ B)) =0= %2 62; “| fournit (comme dy # 0)
4

ay = 0
¢ Le dernier donne, en utliisant b3c3 = 0 et en utlisant le premier, que

d4 = bg C2
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Finalement la matrice de ® o 7T est

1 as 0 0
0 b 0 O
0 0 Cy C4
0 0 0 dy

avec dy = cobs et ey = cpazcarcy = ‘Z—g donc on retrouve la forme par blocs de la question 29, ce qui prouve

que @' o T est dans £, et donc par composition par 7, ®' € L, et par composition par ® ,—1 o1 ®c Lo
1 %1

(cf preuve de 13).

Puisque ® préserve le déterminant, le fait que ®(A) = 09, de déterminant nul, entraine que A est de déter-
minant nul. Donc A n’est pas inversible, donc elle est de rang < 2. Elle ne peut étre de rang 0 car elle n’est
pas nulle par hypothese : c’est qu’elle est de rang 1.

Notons que A + N = P(Iy — Jo1 + J21)Q = PQ. Ainsi, det(A + N) = det(PQ) # 0 car P et () sont
inversibles, donc PQ) également. Par ailleurs,

det(A+ N) =det(P(A+ N)) = det(P(A) + ®(N)) = det(P(N)) = det(N)

ouonautilisé le fait que ® préservait le déterminant (premiére et derniére égalité), la linéarité de ® (deuxieme
égalité) et le fait que ®(A) = 0 (troisieme égalité).

Or, Iy — Jo 1 n'est pas inversible, car c’est la matrice élémentaire By de la partie précédente. Donc P(Iy —

J2.1)Q ne l'est pas non plus; son déterminant est donc nul. Contradiction!

Donc une telle matrice A n’existe pas; c’est donc que le noyau de A est nul, et (comme déja dit plusieurs fois)

® est donc un automorphisme.

® préserve le rang de la matrice nulle car elle est linéaire; ® préserve le rang des matrices de rang 2 car
celles-ci sont inversibles, donc leur image I'est également ; 'image d’'une matrice de rang 1 ne peut étre nulle
(sinon ® ne serait pas injective) ni inversible (car ® préserve le déterminant), donc elle ne peut étre que de
rang 1. C’est gagné.

1 suffit de mettre a bout plusieurs résultats précédents : d’apres ce qu’on vient d’admettre, un tel endomor-
phisme ® qui conserve le déterminant conserve le rang; d’apres ce qu’on a admis dans la partie précédente,
un tel endomorphisme est donc dans £1 U Lo ; d’apres Q16 (enfin quelque chose de démontré!), on en déduit
qu’une condition nécessaire est suffisante que ® soit de la forme ®p g ou ¥ p g avec det(P)det(Q) = 1.
(Franchement, tant qu’a faire, on aurait pu rester en 2 x 2, hein... Au moins on l'a démontré...)

C’est du cours (de MPSI et de PSI).
C’est du cours.

Si tel est le cas, on a alors tr(AAT) = tr(AT A) = 0 (on a utilisé le fait que la trace d’un produit ne dépend
pas de l'ordre des facteurs); par caractére défini du produit scalaire, c’est alors que A = 0.

Les valeurs propres d'une matrice sont exactement les racines de son polyndme caractéristique; le détermi-
nant est égal au produit desdites valeurs propres, la trace a leur somme. Ainsi, deux matrices qui ont méme
polyndme caractéristique ont notamment le méme déterminant et la méme trace. D’ot1 le résultat.

Un tel endomorphisme ® conserve donc le déterminant, donc est dela forme ® p g ou ¥ p  avec det(P)det(Q) =

1.
Par ailleurs, ® conserve la trace. Que ® soit un ®p, ouun ¥ p g, on en déduit que pour tous i, j dans [|1, n|],

ona
tI‘(PEiJQ) = tI‘(EiJ)

(la trace de la transposée de E; ; est la trace de E; ;...) Mais alors tr(QPE; ;) = tr(PE; jQQ) = tr(E; j); par
linéarité de la trace et par le fait que les (E;, j) forment une base de M,,(R), on a donc tr(QPM) = tr(M)
pour toute matrice M € M,,(R). On en déduit que pour toute telle matrice M, ona tr((QP — I,,)M) = 0.
D’aprés Q47, QP — I,, est la matrice nulle, donc Q = P~ 1.

On conclut par Q17 que les @ p p—1 et les ¥ p p—1 pour P € GL,(R), sont exactement les endomorphismes
qui conservent le polynéme caractéristique.



