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PC"* — mathématiques vendredi 24 avril 2009
Concours commun Mines-Ponts, corrigé de la deuxieme épreuve Edouard Lebeau

Theémes abordés. Intégrales généralisées, intégrales paramétrées, séries entieres.

uxfl + u"z

T du pour z €]0,+oo[. On peut remarquer que
u

1
Ce probléme propose le calcul de l'intégrale I(z) = /
0

ur—l

14+u

du.

+oo
cette intégrale est égale a /
0

On rencontre souvent le calcul de cette intégrale dans des exercices d’oraux, par une autre méthode, qui sera
présentée en exercice dans I’annexe a la fin de ce corrigé.

ur—l + u~Zz

est continue et positive sur |0, 1]
1+u

Question 1. La fonction ¢, : z —

1 1
Pour z > 1, la minoration Yu €]0,1], @, (u) > §u_1' > 0 montre que I(z) n’existe pas car l'intégrale / u™? du
0

diverge dans ce cas.

€r—

1
De méme, pour z > 1, la minoration Yu €]0,1], ¢, (u) > JU 1> 0 montre que I(z) n’existe pas car l'intégrale

1
/ u*~! du diverge dans ce cas.
0

1 1
Enfin, pour x €]0,1[, les intégrales / u™ ¥ du et / u”"! du existent (car —2 > —1 et 1 —z > —1), donc I(z)
0 0

existe car Vu €]0,1], 0 < g, (u) < u™® +u® L.

Question 2. Soit y €]0, 1[. Soit > 0. La fonction f étant développable en série entiere sur [0, 1], elle est de classe C™
sur cet intervalle. En particulier, elle est continue sur [0, y] donc bornée sur cet intervalle.
La fonction v — v*~! f(yv) est continue sur ]0, 1] avec

Vv €]0, 1], [0 ()| <" xosup | f(u)],
u€[0,y]

ce qui montre que cette fonction est intégrable sur ]0, 1].

Remarque. On peut se demander pourquoi y est choisi non nul.

Question 3. La encore, on peut se demander pourquoi le cas y = 0 est considéré séparément puisque la valeur donnée

par I’énoncé pour y = 0 est précisément la valeur de l'intégrale / vg”*lf(yv) dv dans ce cas!
0

On va appliquer le théoreme de continuité sous 'intégrale.

Fixons x > 0 et considérons la fonction ® :]0,1] x [0, 1[— R définie par ®(v,y) = v* 1 f(yv).

Pour tout v dans ]0, 1], la fonction y — ®(v,y) est continue sur [0, 1[.

Pour tout y dans [0, 1], la fonction v — ®(v, y) est continue et intégrable sur [0, 1], comme on ’a vu & la question 2.
Enfin, pour tout yo dans [0, 1], on la domination suivante :

V(v,y) €00,1] x [0,90],  [®(v,y)] <o sup ]If(U)I,
ue|0,y0

ot la fonction v = v* ! sup,¢(o,4,] [/ (1) est continue et intégrable sur ]0,1].

Le théoreme de continuité sous l'intégrale s’applique : la fonction y — S[f](x,y) est continue sur [0, 1.

—+o0
Question 4. Pour tout (v,y) €]0,1] x [0,1[, on a : v*~ L f(yv) = Y apymo" ™1
n=0

Fixons = dans F (la encore, on peut se demander quelle est la pertinence de ce choix, le raisonnement étant valable
pour tout z > 0) et fixons y dans [0, 1].
Pour tout n dans N, définissons la fonction A,, : v — a,y"v" %=1 sur ]0, 1]. C’est une fonction continue et intégrable

sur ]0, 1], et la série de fonctions > A,, converge simplement sur ]0, 1]. Sa somme est la fonction v — v®~! f(yv), qui
n=0
est continue sur |0, 1].
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1

Pour appliquer le théoréme d’intégration terme & terme, il n’y a plus qu’a montrer que la série > |A,| converge.
n>0J0

! 1
Pour tout n dans N, on trouve / A, = |an|y™ < ;|an|y”7 ce qui prouve la convergence attendue, car la
0

r+n
série Y |an|y™ converge (une série entiére converge absolument sur son intervalle ouvert de convergence).
n=0

Le théoreme d’intégration terme a terme s’applique et donne :

+oo
S[/)(y) = Y =y
n=0

Cette formule étant valable pour tout y dans [0, 1], on a montré que la fonction y — S[f](z,y) est développable en
série entiere sur [0, 1[.

Remarque 1. Le raisonnement de cette question résout simultanément les questions 2, 3 et 4. Avec un peu de
prévoyance, on pouvait court-circuiter grandement cet énoncé !

On objectera, probablement & raison, que I’auteur du sujet tenait a tester les candidats sur le théoréeme de continuité
sous 'intégrale.

Remarque 2. La fonction v — v®~! f(yv) n’étant pas nécessairement prolongeable par continuité en 0, il était exclu

+oo
d’espérer intégrer terme a terme Y A, sur [0, 1] par convergence normale.
n=0
Cependant, on peut remarquer que la série de fonctions . A, converge normalement sur [0,1], ce qui permet
n>=1

+oo
Pintégration terme a terme de la somme > A,,. Il suffit alors d’ajouter le terme manquant par linéarité de l'intégrale.
n=1

sinxmw

Question 5. On obtient facilement I,(x) = (—1) Tt )

(et cette fois, il est essentiel que x ne soit pas un entier

pour que L, (z) soit bien défini).

Question 6. On commence par écrire

1 [ +o0
W) = [ 3 antcn costeta ) | a.

=0
n I ()

et cette fois, on peut intégrer terme a terme par convergence normale car sup;cio ) |hn(2)] < [anly™ et 3 [an|y"
n=0
converge.

Apres intégration terme & terme, on obtient

+oo
Ty) =3 2y =S[f(,y).
n=0

Question 7. Commengons par remarquer que le développement en série entiere de la fonction g est : Vu € [0,1],

+o0o
glw) = 3 (~1)mun,

n=0
+oo 1
La fonction g est donc donnée par : Vz € D, g(z) = > (=1)"z" = T+
n=0 z
Prenons x dans ]0, 1] et y dans [0, 1].
Slgl(z,v) = Jlgl(z,v) ke [T = e ([ e
x,y) = z,y)= = —o0 — =
g5y &y sin(ma) o 1—yeimt sin(mx) o 1—2ycos(mt) + y?

™ /1 cos(mat) — ycos(m(x — 1)t)
. dt.
sin(mzx) Jo 1 — 2y cos(rt) + y?



Mines PC 2009 — mathématiques — corrigé de la deuxiéme épreuve 3

On obtient de méme

™ . /1 cos(m(1 — x)t) — y cos(mat) gt

S[fI(1 —=,y) = sin(m 1 — 2y cos(nt) + y?

En ajoutant les deux, on trouve bien

_m(l—y) Y cos(m(1 — 2)t) 4 cos(mat)
Clfl.y) = sin(nx) /0 1 — 2y cos(nt) + y2 dt.

Question 8. Remarquons d’abord que pour y dans [0, 1] et ¢ dans [0,1], on a : ’ye”t} < 1donc 1 —ye'™ £ 0.

Re 1+ yel:”t — Re (1 + ye'™) (1 — ye= i) — Re 1 —y? + 2iysinnt
1 — yeint 1 — 2y cos(mt) + y2 1 — 2y cosmt + y2

] = P(t,y).

Question 9. L’inégalité ’ye”t’ < 1 pour y dans [0, 1] permet d’écrire :

+oo +oo +oo
P(t, y) — Re ((1 + yeiwt) Z yneinﬂt> Re (Z yneinmﬁ + Z yn+1ei(n+1)7rt>
n=0 n=0 n=0
+00 ) +00
= Re <1 +2 Z y"e””rt> =142 Z y" cos(nmt).
n=1 n=1

La fonction y — P(t,y) est bien développable en série entiere sur [0, 1].

Question 10. On intégre terme & terme par convergence normale : sup |y" cos(nwt)| < y™ et > y™ converge.
t€[0,1] n>0

Question 11. Fixons « dans ]0, 1].
La fonction ¢ — cos(nt) est décroissante sur [0,1]. Ainsi, pour y fixé dans [0, 1], la fonction t +— P(t,y) est
décroissante sur [0, 1]. On en déduit les inégalités suivantes :

1 1 1
/ P(t,ym(t)\ dt < / P(t.y) ()] df < P(ay) / ()] dt.

On remarque que P(«,y) tend vers 0 quand y tend vers 1 (car le dénominateur tend vers 2(1 — cos(wa)), qui est non
nul). Ainsi, par encadrement, on obtient

1
lim / P(t,y)p(t) dt = 0.

De plus, utilisant & nouveau la positivité de P(¢,y), on obtient aussi :

/ P(t,y)e(t) dt‘< / P(t,y) ()] dt < / P(t,y) dt x sup |o(t) < sup |o(t)]
0 0 0 te[0,a] te[0,a]

«@ 1
car / P(t,y) dt < / P(t,y) dt = 1.
0 0

Question 12. Commencons par supposer que ¢(0) est nul. Fixons € > 0. Par continuité de ¢, il existe o > 0 vérifiant :
vt € [0,a], [p(t)] <e.

«
Pour un tel a, on obtient donc P(t,y)e(t) dt‘ < ¢ d’apres la deuxiéme majoration de la question 11, et cette

0
majoration est valable pour tout y dans [0, 1].
D’aprés la premiére propriété de la question 11, il existe yo dans [0, 1] tel que pour tout y dans [y, 1[, on ait :

/: P(t,y)e(t) dt‘ <e.

/a Pt y)o(t) dt‘ < 2.

/Oa P(t,y)p(t) dt’ +

Pour tout y dans [yo, 1[, on obtient donc :

/ Pt dt\ <

On a alors montré ceci :

f P(t,y)e(t) dt’ < 2.

Ve > 0, Jyo € [0,1], Yy € [yo, 1],
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1

On a montré précisément ceci : lim1 P(t,y)e(t) dt = 0 sous ’hypotheése p(0) = 0.
Yy— 0

1 1
Dans le cas général, on remarque 1’égalité / P(t,y)e(t) dt—p(0) = / P(t,y) (p(t) — ¢(0)) dt, et cette différence

0 0
tend vers 0 car la fonction ¢ — () — ¢(0) est continue sur [0, 1] et s’annule en 0.

s

Question 13. On trouve Clg](z,y) = 05 y)sin(nz)

(A(z,y) + A(l = z,9)).

Question 14. On applique le résultat de la question 12 avec ¢(t) = cos(mxt) + cos(w(1 — x)t) et on obtient :

T T

lim C = X 2= .

in{l— 91, y) 2sin(7x) sin mz

1 L 1 u®—1 Lu® T
ti 15. Ici I = = - t C = dt = d 0,1
Question ci, on a I(x) /0 (u*t 4+ u") g(u) et Clg](z,y) /0 T s Pour @ dans 10,1]
et y dans [0, 1].

On aimerait que I(x) soit la limite de C[g](z,y) quand y tend vers 1. Pour cela, il suffit de remarquer que pour z

x—1 + u"z

1
fixé dans 10, 1], la fonction y — / u T du est bien définie sur [0, 1] et qu’elle est continue sur [0, 1] d’apres le
0 uy

uazfl 4+

<ut 4y,
14+ uy

théoréme de continuité sous I'intégrale (on utilise la domination

™

On fait donc tendre y vers 1 par valeurs inférieures, et on obtient I(z) = — .
sinTx

Annexe

1. Soit x €]0, 1[. Pour tout n € N, montrer ’égalité suivante :

En déduire 1’égalité suivante :
2z
x 2 — k2’

2. Soit z €]0, 1[. Déterminer la série de Fourier de la fonction 27-périodique définie par sa restriction & [—, 7], donnée
par Vi € [—m, 7], a,(t) = cos(xt).
En déduire la valeur de I(z).

Ce corrigé a été rédigé par Edouard LEBEAU, professeur de mathématiques en PC™ au lycée Henri POINCARE de Nancy.
edouardlebeau-ups@yahoo.fr



