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Intégration ; suites et séries de fonctions
CCP 2013 Maths 2 PC

Ce corrigé a été écrit par Denis Jourdan (PC* 942) et retouché (a la marge) par mes soins.

Partie 1
I-1.1. ) ;
> fitr— %5() est continue sur ]0, +oo].
1-(1-t2/2+o(t? 1
> f(t) = ( t/2 ot")) 3 donc f se prolonge par continuité en 0, donc f est intégrable sur
]0,1].

2
>Vt 21, |f(t)] < e donc f est intégrable sur [1,+oo[

. 1 - cos(t)
12

+o0 1 —cos(t)

existe.
t2

est intégrable sur ]0,+oo[, en particulier K = f
0

sin(t)

en 0; elle est donc intégrable sur ]0,1] (ou encore : l'intégrale est faussement impropre en 0), donc

I-1.2. L’application t —> est continue sur ]0, A] et tend vers 1 en 0 donc se prolonge par continuité

A
D(A) = sin(t) dt existe.
0 t

1
I-1.3. Soient A > 0 puis € €]0, A[. Les fonctions w : t —> 1 —cos(t) et v : ¢ — n sont de classe C! sur le

segment [, A], donc en intégrant par parties, il vient :

fA sin(t) dt o [1 - cos(t)]A . fA 1 —cos(t) dat.

t t 12
€
1- 1- A
Or &(6) ~ % , donc en passant la relation précédente la limite lorsque € - 0: D(A) = %() +
€ e~
A1- t
L= cos(t) 4y
12
1- A 2 too ] — t
Mais &() < —,donc D(A) - f &() = K ce qui donne la convergence et la valeur
A A A—+oo 0 t2

de l'intégrale :

f*°° sin(t) gt = f+°° 1-cos(t) 1%
0 0

t t2

1 - cos(t)
+2

e—tm

I-2.1. Posons, pour (z,t) € Ry xR}, g(z,t) = et vérifions les hypothéses du théoréme de

continuité sous le signe f :

> pour tout t € R}, z —> g(x,t) est continue sur R, ;

> pour tout z € Ry, ¢t — g(x,t) est continue (par morceaux) sur R? ;
1 - cos(t)

> pour tout = € R, et tout t € R}, [g(x,t)| < @(t) := 2

intégrable sur R¥ (cf I.1.1)

et o est continue (par morceaux)



1 - cos(t .
L:x+—> T()e’” dt est continue sur R,

I-2.2. On conserve les notations précédentes et, aprés avoir fixé a > 0, on vérifie les hypothéses du théoréme
de dérivation sous le signe
_cos(t) -1 0%g

—tx

0
> Pour tout t € R}, x — g(z,t) est de classe C? sur [a, +oo[ et —g(x,t) =—72 e et
Ox t Ox?
(1 -cos(t))e™.
dg %9 .
> Pour tout = > a, t — g(x,t), t — 8—(3:,1&) et t — e 2(x,t) sont continues (par morceaux) sur
x x
R%.

0
> Pour tout = > a, t — g(z,t) est intégrable sur ]0, +oo[ ainsi que ¢ — 8—g(m,t) grace a la majoration
x

(x’t) =

< 1- C;)S(t) o

—xt

dg
Tt
B z,t)

(Le membre de droite définit une fonction (de t) continue, qui tend vers 0 en 0 et est négligeable
devant 1/t? en +o0)

82
a—g(a:,t) < (1 -cos(t))e™ < 2e7 =: p(t) et ¢ est intégrable sur
x

> Pour tout « > a et tout t e R},

R} (fonction de référence)

L est de classe C? sur [a,+oo[ et ce pour tout a >0, donc L est C? sur R}.

+oo cos(t) - 1
— e

De plus pour tout z > 0,L(x) = [ "
0

+o0o
Tt et L' (x) = [ (1 -cos(t))e ™™ dt
0

I-2.3. Commencons par établir le :
Lemme : Si f :]0,+0c0[—> R et continue et admet une limite finie en 0 et en +oo, alors f est bornée sur
10, +o0].
| Prewve du lemme : f admet une limite finie en 0 et en +oo donc il existe a > 0 et b > a tels que | f| est
majorée par une constante M sur |0,a] et sur [b, +co[. D’autre part f est continue sur le segment [a, b]

donc est bornée sur ce segment. D’ou le résultat voulu. |

1 - cos(t)
12
lemme, elle est bornée sur R} par une constante Mj.
1 - cos(t)

1
L’application ¢ — est continue sur R}, tend vers 3 en 0 et vers 0 en +oo, donc d’aprés le

De méme, t — est continue sur R}, tend vers 0 en 0 et vers 0 en +oo, donc est bornée sur R}
par une constante Mo.

+o00 1
Soit x € RY. Ona[ e dt=~. Donc :
0 x

+o0
x|L(x)| € a:[
0

1- cos(t +oo
(;;)S()‘e_txdt < Mlx./o e dt = M.

De méme :

+o00
x|L'(z)| < :c/
0

M
En particulier pour tout z >0, |L(z)| < — et |L'(z)| <
x

1- t +o00
7C:S( ) ’e“" dt < Moz f e dt = M,
0

M,

. 7 T _
mlirglw L'(z) = xlgrnoo L(xz)=0.




1-2.4. Soit z > 0. La fonction ¢ —> e'fe™*® est continue sur R, et intégrable sur R, car son module vaut

t — 7%, Cela permet d’écrire :

+o0o +oo +oo
L (x) = f (1-cos(t))e™™ dt = f e dt - Re ( f oitete dt)
0 0 0

Or ‘
fAeite’m" dt = e ! N 1 - THi
0 i-x i—2 Asteo -1 22+1
e(i—a:)A e—mA
(en effet e :\/mA::MO).

+oo |
Donc Re ( [ elte™t® dt) = Ll et finalement :
0 +

1 x 1
LII - _ — .
(@) x 22+1 x(x2+1)

I-2.5. Il existe donc une constante C' € R telle que

Va >0, L'(x)zln(x)—lln(1+x2)+0=_—lln(1+i)+0
2 2 x?

Or L'(z) = 0, donc C' =0 et

-1 1
L,(]}) = ?ln(l + ﬁ)

Une intégration par parties indique ensuite que :

L(z)=xzL'(z) - fo"(x)dx =zL'(x) - f% = ; In (1 + %) - Arctan(z) + Cte

- 1 -1 - 1
Or—xln(1+—) ~ — donc —xln(lJr—) - Oet L(x) — 0, donc Cte="
2 2 ZE2 —+00 2

x2 ) x—+00 2 T—+00 T

1
V>0, L(z) = g — Arctan(z) = Arctan(f)
T

Or L est continue en 0 d’aprés I-2.1 donc L(0) = lir&L(m) = g, donc

K:L(O):f;wl_(;igs(t):/omsin(t)dt:[

t 2
1-3.1. |

> friur—s 1n(u) est continue sur ]0, 1[.

-u

. 1
o 170 =, )] done VLS 2,0 e 7] <o 2 )
Or u —> — est intégrable sur ]0,1/2], donc f aussi.
Vu

In(1-h) o L

> f(l-h)= — o 1 donc f se prolonge par continuité en 1 donc est intégrable sur [1/2,1].

. In(u)
1

est intégrable sur ]0,1[

I-3.2. Soit k € N. La fonction g, : u > u®In(u) est continue sur ]0,1].

Sik>1, gi(u) e 0 donc g se prolonge par continuité en 0, donc est intégrable sur ]0,1]
u—



Si k=0, alors go : u — In(u) est intégrable sur ]0,1]
1

Donc pour tout k € N, I'intégrale [ uF In(u) du existe.
0
k+1

Soit k € N et € €]0,1[. Les fonctions u —> Z et u — In(u) sont de classe C! sur le segment [¢,1],

+1
donc on peut intégrer par parties :

Llukln(u)du= [Z

Le crochet tend vers 0 lorsque € — 0, donc

] k:+1 du

-1

1
k _
Vk e N, ‘/0 U ln(u) du = W

1-3.3. Veérifions les hypotheses du théoréme d’intégration terme a terme sur un intervalle quelconque (ici

10,1]) :

> Pour tout k €N, gi : u+—> u¥In(u) est continue (par morceaux) intégrable sur ]0,1], donc sur 0, 1[

1
> Vu€]0,1] Z gr(u) = ( ) n(u) est continue (par morceaux) sur |0, 1[
-u

(série géométrique) et u —

1 1
> La série Z.[o lgr.(v)| du converge (en effet, fo lgi(u)| du = fo —uFIn(u) du = o 11)2)

1 +oo + 00 1
Donc [ > gp(w)du= )" / gx(u) du, c’est a dire :
0 k=0 k=070

u-1 T A E )2 6

/‘1 In(u) du - =1 2
0

Partie 11

II-1. Théoréme de convergence dominée : Soit (f,) une suite de fonctions continues par morceaux sur I.
Si
o Viel, fult) = (1)
e la fonction f est continue par morceaux sur [
e il existe ¢ continue par morceaux, positive et intégrable sur I telle que : Vn e N, Vte I, |f,(t)| €
o(t)
Alors les f,, et f sont intégrables sur I et [Ifn(t) dt T /If(t) dt

II-2.1. Soit f : R, — R continue. On pose, pour n € N : ¢,(t) = f(¢t") et on vérifie les hypothéses du
théoréme de convergence dominée :

> Pour tout n €N, g, est continue sur [0,1]
0) si tel0,1
> Ve [0.1] gu®) > g(t) { /) 01

i et g est continue par morceaux sur [0,1] (elle
f(1) si t=1
est en escalier)
> Vie[0,1],VneN, |g,(t)| < M ot M est le maximum de la fonction continue f sur le segment [0, 1]
et la fonction constante égale & M est intégrable sur le segment [0, 1]

Le théoréme de convergence dominée conclut :

= [Tremar - [ po)ai= 5o)




I1.2.2. Soit n € N*. La fonction ¢ — ¢" étant une bijection de classe C* de ]0,1] sur ]0,1] , le changement
1 1 1 1 1
de variable x = ¢" fournit : I,, = — [ f(z)zn "t dx donc nl, = f Maﬁ dx
n Jo 0o
f(z)

> Pour tout n € N*, h,, est continue sur ]0,1]

Posons, pour x €]0,1] , hp(x) = z7 et vérifions les hypothéses du théoréme de convergence dominée :

> VYV €]0,1], hy(z) - (=) et & — f(@) est continue (par morceaux) sur ]0,1]
n—+o0o X X
> Va€]0,1],Vn e N*| |h,(z)] < /() (car |x|1/n < 1) et par hypothése x — f() est intégrable sur
x x
10,1]
1
nl, - [ M dx
n—+oo 0 €T
. . sin(u) L
I1I-2.3. = — sin(x) est continue sur R, et on a déja vu en I-1.2 que u —> est intégrable sur ]0,1].
. ) . - L L sin(u)
On peut donc appliquer le résultat de la question précédente : n f sin(t")dt - f —=du.
0 n—>+00 0 u
. 1o
Oru+— sin(u) est continue, positive, intégrable sur ]0, 1] et n’est pas la fonction nulle, donc f M du >
u 0o u
0

1 1 r1g
[ sin(t")dt ~ — / sin(u) du
0 n—-+oo n, 0 u

II-3.1 Soit n € N*. L’application u —> u est une bijection de classe C' de [1,+oo[ sur [1,+oo[ donc en

faisant le changement de variable ¢ = u

1
t—> f(t™) est intégrable sur [1,+oo[ ssi u+—> — f(u)un " est intégrable sur [1,+oo].
n

1
Or Vu > 1, ’ff(u)u%_1 < |f(u)] (car 0 < wn~' < 1) et par hypothése f est intégrable sur [1,+oo].
n

En définitive : ¢t — f(t™) est intégrable sur [1,+oco[ donc

+o00
A, = [ F(&™) dt existe
1

+oo 1 +o00
11-3.2. On a de plus :A4, = f ~f(w)un"tdu , donc nA, = f gn(u)du ot l'on a posé g,(u) =
1 n 1
flu) 1

u
Vérifions les hypothéses du théoréme de convergence dominée :

> Pour tout n € N* g, est continue sur [1, +oo[

1) o W

> Yue[l,+oo[, go(u) — est continue sur [1,+oo[

n—>+oo
> Yu € [1,+00[,Vn € N*| |g,(u)| < |f(w)] (car 0 < unt g 1) et par hypothése f est intégrable sur
[1,+00]
nA, - ) du
n n—+00 1 u

n

1
I1I-4.1. Soit n > 2 et A >1 Le changement de variable u = t™ conduit a : C,,(A4) = — / sin(u)u%_1 du.
n J1

1 1 1
Posons f(u) =1 - cos(u) de sorte que f'(u) =sin(u) et g(u) =u»"!, donc g'(u) = (— - 1)un"2.
n

Les fonctions f et g sont de classe C! sur le segment [1, A"], donc une intégration par parties fournit :

Cn(A) = [%(1 - cos(u))uil]j” 1 (l - 1) ﬁAn LOS(U)U% du

n\n u?
— COS — coS A" 1 - cos 1
Co(A) = 1-cos(A) Al 1-cos(l) 1 (l B 1) f 1 co;(u)u; du
n n n\n 1 u




1_COS(A)A17n S0
n A—+oo
2

1-
cos(u)u% 1
w2 w

11-4.2. Comme n > 2,

1-

1 3
et u > 1donc u~n» > u2

De plus, pour u > 1, ‘ < < (car 2— = >
n

N | w

) et la

<
wjw Do

u?

1 1-cos
fonction u — — est intégrable sur [1,+oo[ donc : u— &u% est intégrable sur [1,+oo].

u? u?
1- 1 1/1 too ] — 1
Finalement C,(A) Pl (Locos() 1 (f - 1) f ﬂui du, la convergence de l'intégrale
1

—+00 n n\n U2
+o00
[ sin(¢") dt est donc prouvée
1

+o0o 1 +oo 1 _ 1
11-4.3. > D’aprés ce qui précede, n [ sin(¢t") dt = cos(1) -1 - (f - 1) f Cio;(u)uﬁ du
1 n 1 u
+o 1 —cos(u) 1 d
— 2 urdu —

+o0 1 —cos(u) d
u? n—too J1 u? B

Montrons avec le théoréme de convergence dominée que f

1- .

x Pour tout n > 2, hy :ur— cio;(u)u% est continue sur [1, +oo[
u

1 — Q

* Yu 2 1, hp(u) - h(u):= 070;(1;) et h est continue sur [1,+o0[
n—+oo
1-cos 2 1.3 3
* Vo2 2,Vu 2 1, |h,(u)] = p(u) = Lbl(u) < —— (eneffet,2== > Zetu > 1doncul™ % > u?).
u ud/? n_ 2
La fonction ¢ est indépendante de n, continue et intégrable sur [1,+oo[

. oo 1 —cos(u) 1 *oo 1 —cos(u
Conclusion : f #un du - f # du
1 u n—+oo J1 U

+o00 too 1 —
n f sin(t")dt - cos(1)-1+ f 1= cos(u) du
1 n—+o0o 1

u2
1 1 g
> D’autre part, on a vu en I1.2.3 que n f sin(¢")dt - f M du.
0 n—+oo 0 u
1
L sin(¢ 1- t 11— t
Or il a été établi en I.1.3 que, pour € €]0, 1, f smt( ) dt = [ C;)S( )] + f %() dt
g €
£

En passant a la limite quand € — 0, il vient comme en I.1.3

1 11— cos
f sin(t) dt=1-cos(1) + f 1 cos(t) dt
0 0

4 2

1 11- s(t
n f sin(t")dt - 1-cos(l)+ f 1= cos(t) dt
0 n—+oo 0 t2

En définitive :

+oo 1 +oo 11—
n f sin(t")dt =n f sin(t")dt +n f sin(t")dt - f 1= cos(t) dt=K="
0 0 1 n—+oo JQ 2

12

Partie I11

III-1.1 Si |z| < 1, la série géométrique Y 2™ converge et :

+0oo +0oo
Vaee]-1,1[, F(x) = Zx”:mZx’“:L
n=1 k=0 l-x
et donc :
Ve -1, F'(z) = ———
) ) (1_:17)2

ITI-1.2 Il découle immeédiatement des formules précédentes que

F(z) — to0 (I-z)F(z)=z = 1 (1-2)F(z)= oo (1-2)2F'(2) =1 1

1-z z-1-




xTL

II1-2.1 Pour n e N* et z €] - 1,1[, on pose u,(x) = ~.

> Soit a €] - 1,1[ . Pour = € [-a,a],|z| < a, donc |z[" < a™ et 1-2™ > 1-|z[" > 1-a™ > 0 donc
n

]

Ainsi, [u, |5 = sup ]Iun(x)l < ap.

ze[-a,a

Vo € [-a,a],Jun(2)] < an =~

Or > a,, converge car o, > 0 et o, ~ a” > 0 et la série géométrique »  a” converge.

n—+oo

Donc ) HunHE;a’a] converge i.c. la série ) u, converge normalement sur [-a,a].

> Toutes les fonctions w,, sont continues sur [-a,a] et on vient de montrer que Z“n converge norma-

lement sur [-a,a], donc F' est définie et continue sur [-a,a]. Ceci étant vrai pour tout a €]0,1[) :

n

+0o
Figr— ) est définie et continue sur | -1, 1]
oy 1 — xn

II1-2.2 Soit z €] - 1,1[ et n e N*.

1-2" n—-1 n-1
= Z ¥ < Z 1% =n
-z (5 k=0

n

+o00
> 2" donc F(z) > > 2" donc d’apreés 111.1.2,

n=1

F(z) - +o0

r—1-

Pour x €] - 1,1 et n e N*, i
1-an

xn

1-zm

Pour z €] - 1,1[ et n e N*, (1 -x) =-In(1-x)

xn +o0o J:TL
> — donc F(z) > > —
n Zon

(1-2)F(x) a:—_:l— +00

1
II1-3.1 Soit xq €]0,1[. L’application u — ln((u)) est une bijection strictement décroissante de classe C*
n\ro
: t In(u)
de ]0,1[ sur ]0,+oo[ donc le changement de variable u =z, i.e. ¢ = In(z0) montre que
Nn\To
1 fu)

t —> f(xf) est intégrable sur R¥ ssi u —>

est intégrable sur ]0,1[, ce qui est le cas par
In(xzg) u
hypothése.

+00
D’ou lexistence de G(x) = f f(xh)dt.
0

Ce théoréme de changement de variable assure aussi que :

vz 0,1, G(z) :f0+°° f(xt)dt:_ln(lx) folydu

IT1-3.2 Soit n € N*. La fonction t —> z* = ¢"™(#) est continue et décroissante sur R*, a valeurs dans [0, 1]
et tend vers 0 en 0; de plus f est continue et croissante sur [0,1[ , donc ¢t — f(2') se prolonge en une
fonction continue et décroissante sur R,.

Ainsi, Vt € [n - 1,n], f(2™) < f(2') donc en intégrant cette inégalité entre m — 1 et n, f(2™) <

f nl F(at) dt.

n—

De méme, Vt € [n,n+ 1], f(z") > f(z') donc en intégrant cette inégalité entre n et n + 1, f(z™) >

[ ratar

n
I11-3.3 La série a termes positifs Z f f(2")dt converge et a pour somme G () d’aprés IT1.3.1.
1

nx1 -
+00
Par comparaison, la série & termes positifs >  f(z") converge. Donc F(z) = )  f(a") existe.
n=1



p+1 P P
De plus, Vp e N*, f f(zh)dt < > (™) < f f(2") dt donc en passant a la limite lorsque p — +oo :
1 = 0

G(x) - folf(a:t)dt: f1+°° f(a")dt < F(z) < G(z)

T

1-
I11-3.4 ~_ 1 done d’apres III-3.1, (1-2)G(z) - f F 4
—In(x) =—1-

1
D’autre part, comme en III-3.2, on obtient avec le changement de variable u = z! f fzh)dt =
0

-1t f(u)
—d
In(xz) J= u
1 1 1— 1
Or[ Mdu:f f(u) / f(u) 0, et — 2 & 1donc (1—:1:)[ f(zHydt - 0
z U - —In(z) -1~ 0 z—>1-
IT1-3.2 et le théoréeme de convergence par encadrement assurent alors que

(1-2)F(x) T /01 #d

IT1-4.1 On pose u,(z) = —In(1-2z™) et on vérifie les hypothéses du théoréme de dérivation terme ¢ terme :
nx 1

_mn

> Pour tout n > 1, u,, est de classe C! sur ] - 1,1[ et u/,(x) =

> > u, converge simplement sur ] -1,1[

démonstration : si 29 €] - 1,1[. 2§ — 0 donc |u,(z0)| ~ |zo|" > 0 et la série géométrique ) |zo"
n—+oo
converge

> > i, converge uniformément sur tout segment de ]-1,1[.

démonstration : tout segment de ]-1,1[ étant contenu dans un segment du type [-a,a] avec a €]0, 1],

il suffit de prouver la convergence uniforme sur de tels segments. Soit donc a €]0,1[. Comme en

nan—l

= oy, donc HunH 1 <oy Ora, ~ na™ ' done ap
1-am n—>+oo

[11.2.1, il vient Vx € [-a,a],|ul, (x)| <
1

est négligeable devant — donc la série & termes positifs Z a,, converge. Ainsi la série Z u,, converge
n

normalement donc uniformément sur le segment [-a, a].

+oo +00 n-1
F:z+— > —In(1-2") est définie et de classe C' sur |- 1,1[ et Vo €] - 1,1, F'(z) = ), ;m —
n=1 n=11—-T
IT1-4.2 La fonction f:z > —In(1 - x) est réelle, continue, croissante sur [0,1[, f(0) =0 et u — f) =
u

—In(1-u) flu) _ =In(l-u)

u u u
10,1[, tend vers 1 en 0 donc se prolonge par continuité en 0 et f(1-h) o In(h), donc f est intégrable

est continue sur

est intégrable sur ]0,1[. Pour ce dernier point, u —

au voisinage de 1.
On peut donc appliquer a f les résultats de IT11-3 .

En particulier :

(1—x)F(x)x:>17[1Mdu = [;Mdv

0 U v=1-u 1-v

+o00 n

II1-4.3 Fixons z dans ]0,1[ et encadrons . 1nac par des intégrales.
n=1 1—a"

tat t
Posons ¢(t) = [t~ ot _ 1
¢ est continue sur R¥, se prolonge par continuité en 0 (elle tend vers —1/In(x) lorsque ¢t — 0) et est

1
positive. ¢(t) ot te!'"(®) et In(z) < 0 donc @(t) = 0400 (t—2) Ainsi ¢ est intégrable sur R}



De plus, ¢'(t) a le méme signe que e ™) —1 +¢In(x)e ) je. que tin(z)+1-e™®) Or Yu e R, e* >
1+ u, donc V> 0,¢'(t) < 0.

 est donc décroissante et on obtient comme en I1I-3 :

S e S < [ e

Soit @ € {0,1}. Comme en III-3, le changement de variable u = z* fournit

+00 +00 t 1 z% ]
f p(t)dt = f i dt = — f n(u) du
a a 1-xat In“(z) Jo u-1

Va €]0,1[, (1-2) /(;1 lzjl(u) du < (1—3:)2%0 nx™ . (1-2) Alln(u) u

In®(x) -1 Sil-an In®(z) u-1

Ainsi :

Le théoréme de convergence par encadrement conclut :

(1—3:)2%07”33” . folwdu

S l-am asl- u—-1

(1-0PF(@) = (1-ap ¥ 200 - GoE P e o [T g,

1-zm T 1-2m a>1- u—1

n=1 n=1

kkk



