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Fonction de Wallis

Préliminaires

1. Calcul de o (1)

1> Le rayon de convergence de la série entiére ) 7 estégala 1, o est définie au moins sur |—1, 1]
, cette série converge absolument pour z = 1 ou x = —1 donc le domaine de définition de o est

exactement égal a [—1,1] .

zk

2 donc la série ) | 7z converge normalement et uniformément sur [—1, 1]

Ona sup

z€[—1,1] B ﬁ ,
k

, les fonctions : z +— 72 sont continues donc o est continue sur [—1, 1].

2> e On intégre par parties :

/Oﬂtcos(nt)dt - [tsm("t)r —/07r sin(nt) 4,
0

n n
~ [cos(nt)]”
= el
(-1 -1
et
T in(nt) " ™ tsin(nt
/ 2 cos(nt)dt = [thm(n)} - 2/ tsin(nt) 4
0 n 0 0 n
™ s
_ ([_tcosgnt)] +/ cos(Znt) dt>
n 0 0 n
_ 2mcos(nm) 5 [sin(mﬁ)}7r
n? nd |,
o 2m(-1)"
= —
donc
g 2 -1)" 1" -1
/ (at? + Bt) cos(nt)dt = mo(-1) +€(( ) )
0 n
Cherchons donc « et 3 tels que : 2wra(—1)" + B ((—1)" — 1) = 1 pour tout n € N*.
On obtient pour n pair o = % et pour n impair,5 = —1 .
Ainsi

Wn € N /7r ) cos(nt)dt = -
n Y= cos(nt)dt = —



RIS

e Soitt €]0, 7] et n € N*, alors :

Cn(t) = zn:cos(k:t)
k=1

= sin ( % ) sin (@) cos (b)=1 ( sin (a-+b)+ sin (a—b))
_sin(2540) + sin () — 2sin ()
2 sin (%)
d’ou
Zcos (kt) sin (Q”thlt) - 1
2sin (%) 2

e Soit ¢ de classe C! de [0, 7] dans R et zz > 0 alors

@(t)} ’ + 1 /07r ¢/ (t) cos(xt)dt

0 X

— cos(zt)

/O " (1) sin(wt)dt [

¢ de classe C! sur [0, 7] donc ¢ et ¢’ sont bornées , soit My = sup |p(t)] et My =

tel0,m]

, ce qui donne :

4 2M M

/ (1) sin(a:t)dt‘ < WMo iy

0 x
d’ou i

xl}rfoo ; ©(t) sin(xt)dt = 0
e Ona

n 1 n T t2
—- = — —1 kt)dt
252 > /0 <27r > cos(kt)

n

2
= /0 (27T ) Zcos (kt)d
T2 1 2n+1y
e <+ :
0 T 2 2sin(i)
Tt 2 T Lt 2n + 1
0o 2 Am o \2sin (%) 2
2 By 2n + 1
=T +/ 2r ) sin <”+t> dt
6 o \ 2sin (5) 2

sup [’ (t)]
te[0,n]



t2
puisque lim —27

— v = —1 alors la fonction
z—0 2 sin (5)

t2
L
T _site |0,
pit— 2sin (%) 10,7]
-1  sit=
est continue sur [0, 7], de plus la fonction
2sin (4
20 (2) 1 1o,
w:t t
1 sit=0

est DSE en 0 ,avec un rayon de convergence infini, donc elle est de classe C*°, de plus elle ne

s’annule pas sur [0, 7] donc L est de classe C> sur [0, ] , ainsi ¢ est de classe C! sur [0, 7] et .

n

I T 2n+1
— = — t) si t)dt
;kﬂ 6+/0 go()sm( 5 >

™

2
le résultat précédent donne lim o(t) sin ( r

n—-4o00 0

+1

t) dt = 0, par suite

. "1 w2
0= m D=

2. Equivalents

. . . . . 1

4> e Soitz € R, lafonction g : t — (sin(t))” est définie et continue sur |0, %] , ona g(t) ~
t—0

s

donc g est intégrable sur ] 0, 5] si et seulement six > —1,d’ou Dy = |—1, +o0] .

e Soitz > —1,0ona

w/2
flx+2) = /0 (—cos(t)) (sin(2))* ™ dt

/2

= [- cos(t)(sin(t))“l]g/2 + (x4 1)/ (cos(t))?(sin(t))® dt

0

w/2
= (z+ 1)/ (1 — (sin(¢))?) (sin(t))* dt

0

= (z+1) (f(2) - f(z+2)

ce qui donne
(x+ 1) f(x)=(z+2)f(z+2).



5> e Lafonction g := (z,t) > (sin(t))” est de classe C? sur I x |0, 3] et
d%g 8 [ rin(sin(t)) , 2 (i T
W(m,t) =52 (e ) = (In(sin(¢)))~ (sin(t))

2 ln2(

2
pour x dans [ , %(m,t} In”(¢)

=T t50

. 1 .
soit A € |—z,1[ on o(t—)\) , ce qui donne

S0 ¢
NP 9%g r
I’intégrabilité de ¢ — @(:E, t)sur |0, 73] .
Soit [a,b] C I ,ona

g 2
’gxg(%t)‘ = (In(sin(¢)))? (sin(¢))* = %(a,t)

cette domination par une fonction intégrable entraine que f est de classe C2 sur [a, b] , ceci est

valable pour tout [a, b] C I donc f est de classe C2 sur I et :
w/2 w/2
Veel, flix)= / In(sin(t)).(sin(¢))” dt et f"(z) = / (In(sin(t)))? (sin(t))* dt.
0 0

e Pourtoutz € I, f'(z) <O0et f’(x) > 0donc f est décroissante et convexe sur I.

6> Onpouttoutxdans : (z+1)f(x) = (x+2)f(z+2); donc

dim (24 1)f(z) = lim (+2)f(x+2)
~ ()

1
€T ~
f( ) z——1 T+1
>

7> e Soit n un entier naturel . D’apreés la question 4. ona (n + 2)f(n + 2) = (n + 1) f(n) puis, en

multipliant les deux membres par f(n + 1)
m+2)f(n+2)f(n+1)=n+1)f(n+1)f(n).

Ainsi, la suite ((n 4 1).f(n + 1).f(n)),,cy est constante.
On en déduit que pour tout entier naturel n, (n + 1) f(n +1)f(n) = f(1)f(0) = 5 et donc

s

VneN, f(n)f(n+1) = T D)

(%)

e Soitn € N,ona f(n+2) < f(n+1) < f(n), on divise cette relation par f(n) qui est

strictement positif ,

n+1:f(n+2)<
n+2 fn) = fn)



fn+1)

le théoréme d’encadrement donne lim =letf(n+1) ~ f(n).

n—+oo  f(n) n—s-+00
La relation (*) donne f(n) ~ \/Z
Soitz > letn =e(x )(pameentlere) ona f(n+1) < f(x) < f(n)et
R W
2n 00 2x e—roo | 2
ainsi :
T
f(z) etoo \l 22

8> ..

3. Développement en série entiére

9>

10>

e Soitn € N, la fonction ¢ — (In(sin(t)))™ est continue sur |0, %] et (In(sin(¢)))" o 0(%) ,

donc I’intégrale D,, est convergente.

w/2 w/2
e OnaD; = / In(sin(t))dt , on fait le changement u = 5 —t on obtient D; = / In(cos(t))
0 0

dt .
v/
e Ona f/'(0) = i In(sin(t)) dt = D;.

Calcul de D1 : on g

2D, = /OTF/Q In(sin(t) dt+/07r/2 In(cos(t))dt
w/2
= / In(sin(¢)
0
/2
= / / In( (2
0

7 ln /2
= _12(2) +/0 In(sin(2t))dt

dans cette dérniére intégrale posons 2t = u

cos(t))dt

)
sin(2t) it

2

w/2 ) 1 (7 .
/0 In(sin(2t))dt = 2/0 In(sin(u))du

= D1+/ In(sin(u))du

™ w/2
le changement v = 7 — u donne / In(sin(u))du = Dy et/ In(sin(2t))dt = Dy,
w/2 0

d,Of.l Dl — _7r1n(2).

Finalement ’(O) =—

o f'(1) = / n(sin(t)).(sin(t)) dt . Soite € |0, Z] , par une intégration par parties on a:
0

™/2 cos?(t)
sin(t)

/ n(sin(t)).(sin(t)) dt = [ — In(sin(t)) cos(t)]:_f/2 + / dt
0



le changement de variable cos(¢) = u donne

/2 2 /2 2
/ cos’() gy — / 08 e at

sin(t) 1 - cosz(t)
COS
- /0 1 — u2
COS 1 1
= + du
/0 21 —u)  2(1+w)

= [-u—1m Lm)lmu+)ﬁm

Ainsi
Py =14 In(2) n elgl?) (In(sin()) cos(e) — & In(1 — cos(e)))
etona
2
In(sine) cos(e) — 3 In(1 — cos(e)) = In(e +o(e))(1 + o(c)) — %ln(% + 0(e?))
_ lné2) +ofe)

donc’ f(1) =1n(2) — 1‘

w/2
11> e Soitn e N*, D, = / (In(sin(t)))™ dt, posons u = — In(sin(t)) donc
0

. 9
¢ 1 — sin“(¢) N
= 8O gy dt = Y= "% " g = —\/e2u(1) — ldt

sin(t) sin(t) N e v

ce qui donne

u _
e Ona—— =¢ “u" — ——.
e?v — 1 e?v —1
“+o00
Posons I,, = e “u"*du , on verifie facilement que cette intégrale converge , I, = nl,_1 et

0
I,, = n!, donc

—+00 n

e Yu

—1)"D,, =n!+ ———du
(=1) . T

puis que e?* — 1 > 2u pour tout v > 0 alors

ue Y 1

L’inégalité de Cauchy Shwarz donne

+oo 1 +oo n—1 1 n 1
/ u" "2 du = / (uTe_iu) <u56_5“> du
0 0

1
2
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+oo nNa—u
ue
donc / ————=du = o(n!) et
0

D, ~ (=1)"n!

n—-+00

121> Soitz €]—1,1[ona

/2 )
flx) = /o @ InGin() gy
/2 X (2 In(sin(£)))"
_ /0 s leltsm®) g

|
ne0 n:

posons f,,(t) = (‘Tln(sgin,(t))ﬂ , [ est intégrable sur |0, 7] et Y f,, converge simplement sur |0, 7]

vers t — (sin(¢))” qui est intégrable sue |0, 5] .
En fin

n—-+00

"2 jof”
J A e I N
0 n.:

/2
donc Z / |fn(t)] dt converge, le théoreme d’interversion des symboles Y et [ donne :
0

“+oo
fla) =Y Prar

n!

4. Convergence de suite de fonctions

Soita>0,b>0,p="22ctVe € R, ¥(z) = In (a’cos® z + b?sin® z) .

13> e U est définie et de classe C! sur R, comme composée de fonctions de classe C! .
e Soitx € R,onaV¥(z) =1In ( (cos(2z) + 1) + % (1-— cos(2x))) In ( 22b cos(2x) + %ﬂ)

donc
b? — a?) sin (27)
\I/I(x) = G,QEI)Q ) a2+62
=7 cos(2x) +
B (b2 ) sin (29:)
B 4(b* — ) sin (235)
(b4 a)? —2(b2 —a?)cos(2z) + (b — a)?
B 4psin (2z)
1 —2pcos(2x) + p?
ainsi \IJ,(.'IZ') =4Im m .

+oo
1 .
De plus ’p’ < 1 donc m = ZkaQ’ka d’ou

+o0o
U'(z) =4 p"sin(2kz)
k=1




14 >

15>

Posons gy, : = — p¥sin(2kz) , on a|g, (z)| < |p|* et|p| < 1 donc 3 g, converge normalement

et uniformément sur R. Soit 2 € R, le théoréme d’interversion des symboles [ et ) donne :

x o0
\I/(a;)—\I!(O)—4/ Zp sin(2kz) dx—42p / sin(2kx) dx.
0

U(0) = 2In(a) , donc

(2kz) — 1
V(z)=2In(a 42Mpk

2k
k=1
onsaitque » — = —In(1l — p) = — In( ),d’ou
P b+a
ath <X cos(2kz) |
U(z) =2In(52) —2) -
k=1

Puisque |p| < 1 alors

b =Xk b
()| < ‘QIn <“'2*)‘+2 V;l - ’2111 <“;>‘ —2In(p).

cos(2kx)

? p" converge normalement et uniformément sur R,

Donc la série de fonctions Z U(z)
k>1

/OW\II(:I;)de:mn(a;_b) /OW\I/(x)dx—Q;ri k/ cos(2kz) U (z)dx

cos(2nx) cos(2kx)
k

donc

p" converge normalement et uniformément sur R,

Soit n dans N, la serlez

E>1
alors

+ook

/ cos(2nx)¥(x)dx = 21n (a i b> / cos(2nx)dx — 2 Z / cos(2kx) cos(2nx)dx
0 2 0

etona

/7r COS(2]€$) COS(Qnm)dl‘ —_ /7r 005(2(n+k)$)'5C05(2(’n—k)x) d$ — { % Si n = ]{}
0 0

Osin #k
par suite
/ U(z)dr =27 In < ot b> et / cos(2nz)V(x)dx = 2 sin #0
0 2 0 n
ainsi
™ b\ \ 2 +oo ok b\ \ 2
/0 U(x)%de = 47 <ln <a—2|— )> + 27TZ '2—2 =4r <ln <a—2|— >> + 270 (,02) .

k=1



n

16> Pourn € N* a, = n%rletbn: g

e Soitt €]0,m[ona

U, (t) = In (a2 cos?(t) + b2 sin®(t)) — 2In(sin(t))

n——+00
donc (¥,,) converge simplement sur |0, 7] .
w/2
e Ona: f"(0) = / (In(sin(t)))? dt , la suite (¥2) converge simplement sur |0, 7| vers la
0

fonction ¢ — 4 (In(sin(¢)))? .
Pourn > 2

n n n_bn -1
()] < |20 (220 | Z o (@ — 21n(2) —1In (2
2 an + by, n+1

<

1 n—1
comme 53 < Pg < 1.donc

| W, (z)] <3In(2)

le théoréme de la convergence dominée sur |0, 7[ donne :

4/7r (In(sin(¢)))? dt = lim (U, ())? da
0

n—-+o0o 0

De la question 15 on a

/07r U, (z)%de = 4n <ln <;>>2 + 270 <<Z;1>2) .

la fonction o est continue sur [—1, 1] donc

4 / i (In(sin(t)))? dt = 47 (In (2))* + 270 (1)
0

De plus )
T /2 T
i 2dt = n(sin 2 n(sin 2
/0 (Insin(£)))? dt = /O (In(sin(£)))2 dt + /  ntsin()

et /2

/ (In(sin(¢)))? dt " =" / (In(sin(z)))? da

/2 0
donc

s

dou| f7(0) = g (In(2))* + 2 -

5. Convexité logarithmique



17>

18>

19 >

20>

[ esta valeurs dans R et (In(f(x))" = f//(x)f(?_(fl(x))Z , on écrit

w/2
F(w) = / (In(sin(t))-(sin(£))/2)((sin(¢))*/2dt
0
I’inégalité de Cauchy Schwarz donne
9 /2 w/2
(F(2) < / In(sin(£))2.(sin(£) )= dt . / (sin(t))%dt = f"(2)f(x)
0 0

d’ou (In(f(z))” > 0 Va € I et f est In-convexe de I dans R.
Soitz € RT,ona (z +1)f(z) = (x +2)f(z + 2) donc In(f(z +2)) — In(f(z)) =In(z + 1) —

In(z + 2) ce qui donne
- ~ 2z +1
Fa+1) — () = n (MQ)

Soit p € N* , on applique cette relation pour x + k et on la somme pour k € [0;p — 1] :

1

ot L " 20 4+ 2k + 1
X
) 22\ 20 + 2k +2

e Soitz € R, (n,p) € (N*) etz <p.
On utilise I’inégalité des pentes pour une fonction convexe :
Soit g une fonction définie sur un intervalle I. Si g est convexe alors, pour tous a < ¢ < bdans I :

g(c) —g(a) _ g(b) — g(c)
c—a - b—c

Pour n<n4+zx<p+nona

etpourn—1<n<n+x:

ainsi

p—1
e Onaf(n)—f(n—1)= In (22-1) ,fn+p)—f(n) = Zln (;Zi;:i;) T 0 donc
k=0

fn+x)—fn) — 0.
n—-+o0o
( On peut utiliser I’ équivalent de f en +00 ce qui n’est pas vérifié par toutes les fonctions cher-

chées)

Pourp>0etxz >0o0na
-1
20 + 2k +1
fe+p) - kz <2x—|—2k+2>

10



donc

ce qui donne

L+ 2k+2

p—1 2x
Fla )~ Fo) + FO) — Fla) = Stn (”) .

400 2z
fx) =In(f(22)) = 1n(g) ~Y I (W) .

L+ o5
par suite f(x)

Ty (1t @
k=0 2k+1

Siz €]-1,0],ona f(x):i—ﬁf(x+2);soitn>00na

2(k+1)+2
re2 g <1+> TR (())
42 - +2(k+1)+1
:::+1k:0 1+ 55 a:+1k:0 %
n+1 +2k+2
+2k+1
z+1 k=1 w2k71
n+l [/ z+2k+2\ n+l / 2k+2
_ H( 2k+2 >H<2k>
- x4+2k+1 2k+1
k=0 2k+1 k=1 2k—1
B ’ﬁl <1+ ;;;%) 2n + 4
- +2
o 1+2‘”k+1 2n+ 3

par passage a la limite on obtient la formule (*) pour = dans |—1,0] , d’ou f est définie d’une

maniére unique par :

7'('+OO 1+2kx2
flz) == ) vrel
2H s

k=0

21> SoitT € RY, et g de |—T, +o0[ dans R, In-convexes et vérifiant
Vt € |-T,4o0l,(t+T)g(t) = (t +2T)g(t + 27T)

etonag(0) #0.
Soit p(x) = 5.f579(T'x) , elle est In-convexes et si € |—1, 4-00[, (z +1)g(Tx) = (z+2)g(Tx +
2T) donc (z + 1)p(x) = (x4 2)p(x + 2) et (0) = 5 .

: . 2¢9(0 t
D’apres la question précédente ¢ = f, par suite| g(t) = M f (T)
T

221> Sih, de R dans R et Inoh est convexe , donc définie et continue sur R , la relation

Vt e R, (t+T)h(t) = (t+2T)h(t +2T)

donne h(T') = h(—2T") = 0, ce qui est absurde . Une telle fonction n’existe pas.

11



FIN
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